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PREFACIO

Para a eterna batalha entre y0o0¢ (cosmos = ordem) e x00¢ (caos) tanto faz
que o Universo tenha sido criado ex-nihil num big-bang ou esteja em continua
e ciclica criagdo. Sabe-se, hd mais de trés mil anos*, que o estabelecimento de
estruturas coesas com maior complexidade requer fluxo de energia a0 mesmo
tempo que obriga 4 manutengio de uma grande simplicidade de informacio.

De facto, Mummu, deus da trindade Babilénica, sé foi impedido de levar o
Universo dos deuses a total desordem porque Ea, deus da criatividade, o
controlou. Mummu é de hé cento e trinta anos a esta parte reconhecido pela
designacao de entropia e Ea, hid pouco mais de meio século, chama-se
informacao.

Este livro € em parte o texto de aulas que um de nés proferiu, hi cerca de
trinta anos e outro de nos ouviu e alargou. Depois, junta a energia e a informagio
e com elas constroi as condigées para obter estruturas coesas evolutivamente
mais complexas. Finalmente contém neste périplo, que vai desde os principios
basicos até resultados de ponta da investigagio, no dominio da informacio um
conjunto de aplicagdes industriais, metereolégicas, ecoldgicas e sociais que
mostram a largueza do conceito de entropia como caracterizador de sistemas.

* Poema da Criacdo da Babilénia



"... The law that entropy always increases - The second Law of Thermodynamics
holds, I think, the supreme position among the laws of Nature...”

Arthur A. S. Eddington, 1928

"... Shannon replied: "My greatest concern was what to call it. I thought of calling
it information, but the word was overly used, so I decided to call it unceriainty.
When I discussed it with John von Newmann be bad a better idea.

Von Newmann told me, you should call it entropy, for two reasons.

In the first place your uncertainty function bas been used in statistical mecha-
nics under that name, so it already has a name.

In the second place, and more important, no one knows what entropy really is,
so in a debate you will always bave the advantage...”

Myron Tribus, 1971

"... Eis, salvo erro, uma versdo possivel de problemas em torno da "Teoria da
Informagdo” - palavra que até ba pouco significava noticia ou mexerico, e que
agora também quer dizer, mais finamente, trabalbo fornecido, energia transfor-
mada, e dai também, por consequéncia, aumento da tal "entropia” - e aié a sua
reconversdo ou negagdo: a negantropia (contos largos ...)."

Vitorino Nemésio
Diario Popular, 14-3-1972
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Este livro resulta de um conjunto de li¢des e de temas de investigacdo que
se verificou constituirem uma teoria para a aplicacio do conceito e das vérias
medidas de entropia 4 caracterizacdo de sistemas.

Sistema € aqui entendido como uma abstrac¢do da realidade e é definido por
um conjunto de varidveis escolhidas, caso a caso, para modelar em cada instante
o comportamento dominante do objecto do nosso interesse.

Assim sendo, a entropia do sistema é uma propriedade que é independente
do modelo atribuivel aos seus componentes individuais. Como tal, tanto a fisica
estatistica como a fisica quéntica, sdo susceptiveis de serem aplicadas para a
previsao das medidas resultantes da observagdo da entropia dos sistemas. No
entanto, ndo € a partir delas que pode resultar uma teoria unificadora de
propriedades dos sistemas.

Neste livro o caminho seguido diz respeito 2 caracterizagio dos sistemas nos
seus aspectos energéticos (Parte I) e nos seus aspectos da informacio através
de medidas entropicas (Parte II). Na Parte III é explorada a relacio existente
entre energia e informagio de um sistema. Alguns exemplos ilustram na Parte
I a aplicabilidade do método da observagio da entropia de sistemas, quer no
dominio da energia, quer no dominio da informacio, 4 previsio do seu
comportamento. Finalmente a Parte IV aponta alguns caminhos possiveis para
o estabelecimento de uma teoria unificadora de sistemas onde se relacionam
entropia, complexidade e coesio.

Pretende-se assim ter construido um livro que é a0 mesmo tempo um livro
de texto para a tentativa de caracterizacio global de sistemas e um guia
exploratorio de dreas de investigacdo na previsio do seu comportamento.

Esperamos que o critério para a aceita¢io de novas ideias seja a verificacio
experimental dos resultados que porventura essas ideias possam levar a prever.
Qualquer esclarecimento conceptual ou filosofico que uma nova ideia possa
trazer, considera-se apenas como um beneficio de importincia secunddria. A sua
aceitacao ou a sua rejeicdo é apenas uma questio do gosto pessoal.



NATUREZA ESTATISTICA DA
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1.1. EVOLUCAO DO CONCEITO DE ENTROPIA

O conceito de entropia, que surgiu em Termodinidmica Cldssica Fenome-
nolégica com Clausius, em 1865, tem-se revelado duma tal fecundidade, que
hoje se estende da Fisica, 2 Quimica; da Engenharia as Ciéncias da Vida; da
Economia, a Sociologia; da Matematica, 4 Linguistica; da Arte, 3 Filosofia. O
conceito de entropia, que durante tanto tempo, andou de mios dadas com o de
energia, universalizou-se e invadiu muitos ramos do saber e muitas manifesta-
¢oes de cultura.

Este conceito, tdo vasto e tdo profundo, apareceu em Termodinimica, que
¢ a Ciéncia que trata da energia e das suas relagdes com a matéria. Como
qualquer disciplina de Fisica, € uma Ciéncia que assenta na observagio e na
experiéncia.

A estrutura da Termodindmica €, na esséncia, muito simples e baseia-se num
nimero reduzido de conceitos e de postulados. Esta estrutura l6gica, que hoje
achamos quase natural, ¢ ao mesmo tempo, simples e completa, como
reconhecia Einstein. Foi o resultado da reflexio e do trabalho de grandes
homens de Ciéncia e nio se obteve de forma linear e imediata. A sua edificacio
levou tempo a consolidar-se para hoje poder dar frutos, que se estendem a tantos
dominios da Ciéncia e da Tecnologia.

Historicamente, a Termodinimica desenvolveu-se a partir da necessidade de
explicar o funcionamento das miquinas térmicas, que absorvem calor duma
fonte quente e cedem parte a uma fonte fria, para produzir trabalho. Era, por isso,
que se definia "Termodinimica" como "Ciéncia que trata das relacées entre calor
e trabalho". Como viao longe esses tempos! A Termodinimica estende-se hoje
aos mais variados dominios das Ciéncias e da Tecnologia, envolvendo todas as -
formas de energia e a sua interac¢do com a matéria.
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A via fenomenolégica, macroscopica, da Termodindmica nao requer qual-
quer hip6tese sobre a constituigdo e a estrutura da matéria e, por isso, as leis da
Termodindmica sio universais. No entanto, ndo podia ficar indiferente aos
progressos enormes, que as Teorias Cinética ¢ Molecular levaram aos varios
dominios da Fisica, da Quimica, da Engenharia e da Biologia. Ainda que a
Termodinidmica fenomenoldgica, classica, permita prever muitas das relagOes
entre as propriedades da matéria e da energia, nio pode interpretar, nem
explicar, muitas vezes, a razdo da forma dessas relagoes. Por isso, tem que se
recorrer 2 uma via microscopica, aceitando um modelo atémico, ou molecular,
e saber aplicar as leis que regem a Fisica das particulas (desde a Mecinica de
Newton até a Mecinica Quintica, etc.).

Um sistema macroscopico constituido por muitas particulas, nao € apenas um
sistema puramente mecinico e a energia interna, U, ndo é o factor exclusivo e
determinante do seu comportamento. A energia interna dum sistema € a soma
das energias dos elementos individuais que o constituem, que inclui as energias
cinética e potencial, que resulta das interac¢des de cada uma das particulas nos
outros elementos. Cada um dos modos de energia que cada elemento pode
armazenar define um grau de liberdade. O sistema é regido por leis da Termo-
dinimica e da Mecénica Estatistica, em que outras grandezas, como lemperaiii-
raT e a entropia S, que é uma medida da desordem, tém um papel decisivo.

Um sistema mecinico, simples, como uma bola que rola por uma encosta
abaixo, atinge o estado de equilibrio no fundo do vale em que a energia
potencial € minima. Por outro lado, um sistema termodindmico, a temperatura
constante, atinge o seu estado de equilibrio quando a energia livre, dada por
F=U-TS, atinge o valor minimo e ndo quando a sua energia € minima.

Da expressio da energia livre, F = U- TS, podem deduzir-se algumas das ca-
racteristicas mais salientes dum sistema. Para temperaturas baixas, € a energia
das moléculas que di a contribuigdo maior para a energia livre e, por isso, O
estado favorecido, que minimiza esta energia, & o estado solido. Para tempera-
turas mais elevadas, a entropia do sistema passa a ter a influéncia dominante.
Por isso, as fases fluidas sao aquelas que s3o mais estdveis para temperaturas
elevadas, ainda que constituam configuragdes de energias mais elevadas do que
as correspondentes ao estado solido.

Os conceitos de entropia e de energia livre podem apreender-se facilmente
quando se considera a relacio entre as descri¢oes microscopicas e macroscopi-
cas dum sistema termodinimico. O estado macroscdpico do sistema € caracteri-
zado por propriedades médias colectivas de todas as particulas, tais como 2
pressio, a temperatura e a densidade. O microestado de um sistema é definido,
em cada instante, por exemplo, pela configuracdo do edificio molecular, desi-
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gnadamente pela posi¢do em cada instante das diferentes moléculas. Um ponto
essencial € o de que um macroestado pode ser realizado por muitos estados
microscopicos diferentes. Por outras palavras, hd muitas configuracdes mi-
croscopicas que conduzem aos mesmos valores da temperatura, da densidade,
da enuropia e de outras grandezas fenomenoldgicas, que caracterizam o
macroestado.

A incorporagio da teoria molecular da matéria no estudo da Termodinimica
levou 2 estruturagio duma nova disciplina, que é a Mecénica Estatistica. Esta é
fundamentalmente uma disciplina analitica, que assenta na aplicacio da Teoria
da Probabilidade 2s leis do movimento das particulas.

A Mecinica Estatistica teria sido irrelevante se nio permitisse determinar as
propriedades estatisticas médias de muitas particulas e se estas propriedades
médias nio coincidissem com as propriedades termodindmicas obtidas por via
fenomenolégica (observavéis). Uma das grandes vitorias da Mecinica Estatistica
foi dar a interpretagio, por esta via microscépica, do conceito de entropia. A sua
importancia, como disciplina auténoma, consolidou-se a partir do momento em
que surgiu a Mecinica Quintica. De facto, foi a incapacidade da Mecinica
Estatistica, (como entdo era concebida), para explicar as discrepincias (aparen-
tes) da radiacdo térmica, que levou Plank (1901) a propér a "teoria quantica da
radiacio".

Esta, depois, foi alargada para constituir hoje a Mecdnica Quintica. Hoje a
Meciénica Estatistica assenta numa concepgio mais geral e unificadora em que
a dindmica de um sistema fisico é representada por um conjunto de estados
quanticos. E o desenvolvimento da Mecinica Estatistica faz-se com base no
formalismo quintico.

Como se depreende das "citagoes" o conceito de entropia sofreu uma ge-
neralizacdo inesperada, num contexto completamente novo, quando Shannon
(1948) desenvolveu a Teoria da Informagio, que mais tarde seria consolidada
por Shannon e Warren Weaver (1949) com a publicacio da Teoria Matemitica
da Comunicacgio.

Foi com surpresa que verificaram que a expressio da quantidade de
informacio coincidia com a da entropia. Exprimiram essa descoberta surpreen-
dente numa afirmacio que ficou célebre:

"Thus, when one meets the concept of entropy in Communication Theory,
he has a right to be rather excited - a right to suspect that one has hold of
something that may turn out to be basic and important".



20

("Portanto, quando alguém encontra 0 conceito de entropia na teoria da
comunicacio, tem razio para ficar bastante excitado - uma razao para suspeitar
que dispoe de qualquer coisa que pode ser fundamental e importante".)

A Teoria da Informacio conduziu a resultados que coincidem com Varios
conceitos da Termodinimica. Como a entropia € uma medida da desordem, €
f4cil aceitar que pode estar relacionada com a ordem e desordem de mensagens.

Deve notar-se que a medida da quantidade de informagio obtida por
Shannon, foi estabelcida, independentemente da Fisica, a partir da Teoria das
Probabilidades e da Logica. A Teoria da Informagdo fornece um significado e
uma interpretacio da entropia, independentemente da Termodindmica. Usando
este significado (incerteza) é possivel derivar 0s resultados das Termodindmicas
Classica e Estatistica duma forma directa e simples.

Quando comparada com a férmula de Boltzmann, verifica-se que a férmula
de Shannon é muito mais universal. De facto, constitui uma ferramenta logica,
que & aplicivel em muitos dominios da Ciéncia e da Tecnologia, muito para além
da Termodinidmica:

Foi com base na Teoria de Shannon que se estabeleceu um novo método de
inferéncia estatistica, hoje tdo importante na andlise das séries cronolbgicas, e
na anilise de sinais, que é designado por "Método da Entropia Maxima" (E. T.
Jaynes, 1958). Este assenta, fundamentalmente, num principio que diz que "a lei
de distribuicdo de probabilidade que corresponde a distribuigdo menos viciada
possivel e mais isenta é a que corresponde ao maximo da incerteza (entropia)’.

Este novo método de inferéncia estatistica tem tido uma aplica¢do muito
ampla em vérios dominios da Geofisica e da Meteorologia. De repente, trans-
formou-se numa ferramenta das Ciéncias Aplicadas, extremamente 1til, na Cli-
matologia para a anlise de distribuicdo de redes meteorologicas e hidrologicas
e para a anilise espectral das séries climatologicas temporais € outras.

Em 1957, E. T. Jaynes avancou ainda, quando mostrou que as ideias e os
conceitos da Teoria da Informacio se podem considerar mais fundamentais do
que os da Termodindmica, porque todas as férmulas de Mecinica Estatistica se
podem obter a partir daquelas. Uma vez obtidas as férmulas de Mecanica
Estatistica podem derivar-se os proprios principios da T ermodindmica.

Aceitando a concepc¢do de Jaynes os principios da Termodindmica seriam
apenas teoremas... E claro que esta atitude "tdo polémica", tem originado
discussoes" interessantes (Peixoto, 1972).

N S——
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1.2. A TERMODINAMICA, A MECANICA E A ESTATISTICA

A aplicagdo de alguns aspectos elementares da Teoria Cinética permite
interpretar virias propriedades dos gases, partindo dum modelo molecular
simples a que se aplicam as leis da Mecinica. Também é possivel estudar
algumas propriedades termodindmicas dos sélidos e dos liquidos incluindo as
transicoes de fase (Peixoto 1986).

Agora, utiliza-se um método mais geral baseado, essencialmente, na aplica-
¢do simultinea das leis da Mecinica e do Cilculo das Probabilidades 2 sistemas
constituidos por grande nimero de particulas (moléculas, dtomos, etc), e que
constitui a Mecinica Estatistica.

De facto, para estudar o comportamento mecinico dum sistema, serd preciso
resolver as equagdes do movimento de cada uma das particulas, tendo em
consideracio as condices iniciais, as acgdes muituas entre as particulas e as que
resultam de grupos estranhos. Ora uma tal tarefa para um sistema com um
ntmero muito grande de graus de liberdade, é humanamente impossivel. No
entanto, 2 mesma complexidade das evolugdes a nivel microscopico, permite
abordar o problema duma forma diferente.

O que se conhece dum sistema & dado pelos resultados de medicoes, obtidos
com instrumentos de medida. Estes ndo so afectados pelo movimento de cada
particula em separado, mas sim por um grande nimero de particulas, e se estas
se puderem considerar membros duma populacio estatistica, homogénea, tais
grandezas que definem o estado observdvel do sistema, devido 2 regra da VN,
raramente apresentarao grandes discrepancias (flutuacdes) em relacio aos seus
valores medidos. Assim, os métodos estatisticos permitem deduzir leis que se
cumprem com um grande grau de aproximacio e até i ordem de grandeza, a
prever para as suas variagoes, através de momentos estatisticos de ordem mais
elevada.
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Nesta concepgio as previsoes estatisticas, enquanto se aplicam a grandes
populagdes siao deterministas, apesar de se basearem no Cilculo das Probabi-
lidades.

A Mecinica Estatistica € um ramo da Fisica Tebrica que tem por objectivo
interpretar e prever as propriedades macroscopicas dos sistemas (observiveis),
em funcio do comportamento dindmico dos elementos microscoOpicos que 08
constituem. Assim, € possivel, a partir de parimetros atémicos e moleculares,
determinar propriedades que s6 se obtinham, ou inferiam, por via experimental
(v. g. capacidades calorificas, entropia, etc.), os elementos e as "particulas”
podem ser tomadas em sentido muito amplo, como estrelas no firmamento,
bolas de bilhar, cartas de um baralho, goticulas das nuvens, moléculas, dtomos,
ides, electrdes, fotdes, etc. O conhecimento do comportamento dindmico das
particulas é suficiente para predizer a conduta estatistica do sistema global, isto
é, para prever as propriedades macroscopicas dos sistemas (observaveis). Estas
sio dadas pelos valores médios de determinadas grandezas microscopicas.
Surge assim a necessidade de recorrer 4 métodos estatisticos na descri¢ao das
propriedades macroscopicas dos sistemas.

Poderia parecer, 4 primeira vista, que, quando o namero de elementos dum
sistema atinge valores extremamente elevados, a sua complexidade aumentaria
e que o seu tratamento se tornaria impossivel. Numa concepgido determinista
classica seria esta a ideia dominante. Mas, estes sistemas, constituidos por um
grande nimero de particulas, apresentam regularidades estatisticas bem defini-
das. De facto, estdo sujeitos a "tirania estatistica da lei dos grandes nimeros €
aos métodos estatisticos.

Estas propriedades estatisticas, que surgem como consequéncia da existéncia
de grande nimero de elementos, ndo podem justificar-se com base na Mecinica,
mas também ndo faz sentido estendé-las a sistemas formados por um nimero
pequeno de particulas. Além disso, os resultados mais imediatos da Mecinica
Estatistica sio os que correspondem a configuragoes de equilibrio, como
acontece com a Termodinimica Fenomenologica Cléssica. Ja com a Teoria
Ginética, se podia fazer a sua aplicacdo fora do equilibrio, como acontecia, por
exemplo, com os fenémenos de transporte. (Equacio de Boltzmann). A Teoria
Cinética constitui provavelmente o caso mais conhecido em que varios conceitos
da termodinimica podem ser estabelecidos a partir dos principios da Mecanica,
aplicando-os a dinamica molecular.

Deve acentuar-se que a Mecanica Estatistica permite deduzir os principios
fundamentais da Termodinimica que, por isso, passariam a sef, pura € simples-
mente, teoremas. Assim, a Mecanica Estatistica estabelece a conexdo entre as
propriedades a nivel microscopico € as propriedades macroscopicas dum
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sistema, surgindo assim como uma "explicacio” ou uma "interpretac¢do" da
Termodindmica.

Em Mecinica Estatistica Cldssica admite-se que as particulas, cujas energias
podem assumir qualquer valor, sio discerniveis, podendo distinguir-se umas das
outras, e que sao localizaveis. E o que se passa com os 4tomos de um cristal que
podem distinguir-se uns dos outros pelas posicoes bem definidas, que ocupam
na rede cristalina. Estas particulas seguem a estatistica de Maxwell - Boltzmann
(M-B).

Ha particulas que se dizem quénticas; que s6 podem adquirir certos valores
permitidos da energia. Estes distribuem-se por niveis, ou estados energéticos,
que se especificam por meio duma série de niveis quinticos. As particulas
quanticas sdo indiscerniveis, isto €, parecem iguais entre si, sem possibilidade
de se distinguirem e de se localizarem. Para o estudo destas particulas hd duas
estatisticas quanticas diferentes:

- a estatistica de Bose-Einstein (B-E) para as particulas de spin zero e inteiro,
como as particulas o, fotdes, etc;

- € a estatistica de Fermi-Dirac (F-M) de spin semi-inteiro, como os electroes,
0s protoes, os neutrdes, etc., e que satisfazem o principio da exclusio de Pauli
(em cada nivel energético sé pode haver uma, ou nenhuma particula).

Numa concepgdo mais geral e unificadora a Mecénica Estatistica engloba de
facto, todos os casos (cldssico, quintico, B-E, F-D, etc.) e tem feito grandes
progressos nas Ultimas décadas.

A Mecinica Estatistica, classica, que € aquela a que, temos necessidade de
recorrer nesta exposicdo pode considerar-se como um processo limite da
Mecinica Estatistica Quéntica. De facto, para sistemas macroscopicos, no limite
termodindmico, os trés formalismos sdo equivalentes.
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2. PROBABILIDADE TERMODINAMICA
2.1. MICROESTADOS E MACROESTADOS DUM SISTEMA

Comegemos por considerar um sistema constituido por um grande ntimero,
N, de elementos microscopicos, por exemplo, moléculas ou dtomos.

Imaginemos um observador ultra perspicaz, que conseguisse ver as molécu-
las, distingui-las umas das outras e que pudesse determinar as posicdes e o seu
estado de movimento.

Podia, assim, descrever-se o estado microscopico dum sistema, ou o seu
microestado, especificando, em cada instante, as coordenadas e as quantidades
de movimento de todas as particulas que constituem o sistema. Cada uma das
diferentes distribui¢cdes de N particulas, mesmo que s6 difiram entre si pelas
coordenadas duma molécula, constitui ja um microestado diferente do sistema.

Um microestado dum sistema termodindmico €, portanto, a descricdo
completa e especificada até ao ultimo detalhe em termos das propriedades, da
natureza € do movimento de cada uma das particulas que constituem um
sistema. Um estado macroscdpico de um sistema ou um macroestado tal como
€ observado por um experimentador é um estado do sistema expresso em
termos de propriedades médias globais de toda a colec¢io de particulas que o
constituem. Um macroestado € realizado por um grupo de microestados com
propriedades médias comuns. Num macroestado, a descricio do estado do
sistema € feita em termos das propriedades integradas, tais como o volume, a
massa, 0 nimero de moles, a energia ¢ 0 movimento global do conjunto de
particulas, etc.

Um sistema isolado atinge o estado de equilibrio, quando, no decurso do
tempo ndo ocorrem transformacgdes a nivel macroscépico ou, como veremos,
quando as probabilidades dos varios microestados acessiveis nio variarem com
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o tempo. Quando se perturba o estado macrsocopico de um sistema basta deixar
decorrer um certo tempo, chamado tempo de relaxagio, para que o sistema volte
3 situacdo de equilibrio; nesta situagdo as propriedades extensivas e intensivas
diferem tao pouco dos seus valores médios, que dificilmente se poderd medir
essa diferenca.

A hierarquizagdo das descri¢des de microestado, macroestado e de estado
termodindmico, envolve um decréscimo de informagio, mas & compensada por
um aumento de simplicidade. O conceito de macroestado é muito Gtil para
compreender como € que a estrutura microscopica do sistema afecta as suas pro-
priedades globais; o estado termodindmico € a descri¢dao que corresponde a
dimensio laboratorial do sistema.

Para elucidagdo das ideias expostas vamos recorrer 2 uma analogia. Consi-
deremos uma cidade de 1 000 000 habitantes de que se pretendem representar
as caracteristicass. A informagio "mais grosseira" serd a especificacio do préprio
nimero de habitantes, que vive na cidade, o que corresponde ao "estado
termodindmico” do sistema. A especificcio da distribuigio da populagio pelos
diferentes bairros, ou zonas, definiria "macroestados" da populacdo. O censo
completo da populagio, realizado em certo instante, indicando cada um dos
habitantes com nomes, idades, moradas, profissdes, localizagio, definiria um
microestado da populagdo. Com a informagdo contida no microestado poderiam
definir-se outros "macroestados", organizando individuos por "idades" (quantos
estio em idade escolar primiria; quantos reformados); por bairros; por
nactividades” (quantos carpinteiros, quantos estudantes, quantos contabilistas);
por "rendimento econémico" (quantos indigentes, quantos miliondrios). A cada
um destes agrupamentos corresponderia um macroestado.

A probabilidade & a medida da nossa expectagao para a realizagdo dum
acontecimento futuro. Recordemos que a probabilidade matemitica da reali-
zacio dum acontecimento contingente é dada pela rela¢do entre o nimero de
casos favoriveis e o nimero de casos possiveis.

Vejamos um exemplo. A probabilidade de tirar 4 sorte um as de um baralho
de cartas é quatro vezes maior do que tirar o s de copas. A probabilidade de
extrair a0 acaso uma carta de copas é treze vezes maijor do que a de tirar o ds
de copas. Quanto mais detalhada for a especificagdo dum acontecimento menor
é a.sua probabilidade, ou seja, menos frequente ele €. A especificagdo duma certa
carta do baralho corresponde a um microestado e a especificagdo duma classe
de cartas, como as cartas do mesmo naipe, as senas, ou as cartas distribuidas a
um jogador, correspondem a outros tantos macroestados.

Como se vé&, um macroestado de um sistema (estado definido 4 maneira
classica) pode ser realizado por um grande niimero de microestados diferentes.
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No caso do modelo molecular ainda se torna mais evidente. Basta pensar, por
exemplo, que, devido a agitacio molecular, qualquer molécula no instante
seguinte, estd numa posicdo diferente e com outra velocidade. Dai a imensa
variedade de microestados por que passa um sistema (tanto faz falar de
moléculas, como de dtomos, de electrdes, de fotdes, etc.). Aos microestados
também se chamam complexées do sistema (Planck).

Da mirfade de microestados possiveis, chamam-se microestados acessiveis
aqueles que sdo compativeis com as ligagdes, ou com os constrangimentos do
sistema. Por exemplo, se se trata de um gis confinado a um dado volume, V,
esta condigdo limita as posi¢des possiveis das moléculas. Se a energia total de
um sistema for E, esta condi¢do condiciona as energias possiveis das particulas
individuais E, que o constituem.

Chama-se probabilidade termodinimica, ou peso estatistico, W, a0 niimero
de micorestados, ou de complexdes, que realizam um mesmo macroestado de
um sistema. O nimero W (*) serve para nos dar uma medida da probabilidade
de ocorréncia do estado termodindmico. E sempre um nimero inteiro, superior
a unidade, ao contririo da probabilidade matemitica, que varia entre 0 e 1.

A probabilidade matemadtica, p, para que o sistema global se encontre num
dos W microestados acessiveis, & dada por:

p=1/W

Se for W, o numero total de microestados possiveis, a probabilidade
matemdtica, p, de que o estado seja realizado por qualquer dos microestados
acessiveis ¢ dada por:

pP=W/W = nimero de microestados acessiveis
0 ~ : S
namero de microestados possiveis

E facil verificar que os pesos estatisticos e as probabilidades matematicas,
referentes a dois estados, i e j, sdo proporcionais:

p/p=W/W

Um sistema isolado (caracterizado por E, V, N), diz-se que esti em equilibrio,
quando as probabilidades dos virios estados acessiveis nio variam com o
tempo.

* Warhrscheinlichkeit = probabilidade
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Para os varios microestados, aceita-se o principio fundamental da equipro-
babilidade a priori:

Num sistema isolado em equilibrio todos os microestados acessiveis sdo igual-
mente provdveis, ou ainda: um sistema isolado pode encontrar-se em qualquer
dos microestados acessiveis. Nao bd, portanto, microestados previligiados: todos
sdo igualmente provaveis.
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2.2. UM EXEMPLO

Vejamos, por meio dum exemplo, a diferenga entre microestado e macroes-
tado e entre peso estatistico, ou probabilidade termodinimica, e probabilidade
matemitica.

Consideremos 5 moedas numeradas (discerniveis), que langamos ao ar, e
analisemos as vérias possibilidades de obter caras ou cunhos. Em cada lanca-
mento ha duas possibilidades para cada moeda e a probabilidade de sair cara
ou cunho é 1/2. '

Registemos o nimero de caras e cunhos que vio aparecendo nos sucessivos
lancamentos, especificando a que moeda pertencem. Qualquer combinacio de
caras (C) ou cunhos (c) que imaginemos é igualmente provavel. De quantas
maneiras, na sequéncia do lancamento das 5 moedas é que se pode obter s6
caras ou s6 cunhos. E evidente que s6 hd uma combinacio possivel em cada
caso, isto €, obter-se as combina¢des CCCCC e cccce. E de obter quatro caras e
um cunho? Neste caso o ntimero de maneiras aumenta, visto que as combinacoes
possiveis sdo cinco CCCCc; CCCcC; CCcCC; CcCCC; cCCCC. Fazendo o mesmo
exercicio para o caso de sairem 3 caras e 2 cunhos, chegariamos a conclusio que
haveria 10 hipéteses possiveis.

Assim, com 0 langamento das cinco moedas, podem dar-se virias possibili-
dades, que passamos a enumerar:

1 possibilidade de obter 5 caras.............cccocovevevivrvrieeenne. W, =

5 possibilidades de obter 4 caras e 1 cunho .................... W, = 5
10 possibilidades de obter 3 caras e 2 cunhos ................ W, =10
10 possibilidades de obter 2 caras e 3 cunhos ................ W, =10
5 possibilidades de obter 1 cara e 4 cunhos ................... We= 5
1 possibilidade de obter 5 cunhos ...........ccccoceeccneevereennn. W, = 1
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A especificacio do nimero de caras e de cunhos define o macroestado e cada
uma das suas distribuicdes possiveis define um microestado. O nimero dessas
distribuigdes (microestados) define o peso estatistico, W.

Ao todo, hi 2° = 32 casos possiveis, isto €, cada microestado tem a mesma
probabilidade de 1/32. As possibilidades de que apareca um macroestado
formado por 4 caras e 1 cunho, s3o W, = 5. Logo, a probabilidade matematica
para que se verifique este macroestado € p, = 5/32. O macroestado constituido
por 3 caras e 2 cunhos tem um peso estatistico W, = 10 e uma probabilidade
matemdtica de p, = 10/32, o que significa que em 320 langamentos das cinco
moedas apareceriam, em média, cem vezes 3 caras € 2 cunhos..

E facil constatar que os pesos estatisticos, W, sao sempre nimeros positivos
e inteiros e que ndo sio todos iguais. Quanto mais repartidos e melhor divididos
estiverem as caras e os cunhos das moedas, maior é o peso estatistico e maior
é o numero de microestados que realizam um dado macroestado. Assim mais
dificil sera "saber" qual & o microestado num dado instante do sistema, ou seja,
maior é a desordem. As probabilidades matematicas, p, sio também nGmeros
positivos que variam entre 0 e 1. Como se pode verificar os valores dos "pp" e
dos "WW" sdo proporcionais:

pz/p3=W2/W3

Como vemos, para definir 0 peso estatistico, ndo interessa saber quais, mas
quantas sdo. E o problema geral pode por-se nestes termos: Suponhamos N
objectos que se podem distribuir por g caixas (células), todas iguais. Qual serd
a probabilidade de que haja N, objectos na 1* caixa, N, na segunda, etc., €
sabendo que N = IN.. O nimero de maneiras para que haja N, objectos na 1*
caixa é dado pelo niimero de combinagdes do N objectos, N, a Ny: CX,. Ficam
agora N-N, objectos de entre 0s quajs s¢ vdo tirar N, para a caixa 2 o que se pode
dar por C}M, maneiras diferentes. Restam N-N,-N, dos quais se vio tirar N,, 0
que acontece de CY*™ modos diferentes e assim sucessivamente.

O nimero W, de maneiras diferentes de realizacdo a distribuicdo desejada:

n'

W = C, x O™ x G x ..., ou seja, notando que Cf =" ]5‘ j

2

W=N!/N!NING NS

Assim, W representa o nimero de microestados que corresponde a haver N,
particulas na célula 1, N, na célula 2, ..., N.na célula j.. De facto, a probabilidade
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termodindmica para o caso das N particulas se distribuirem por j células poderia
também deduzir-se notando que:

a) o nimero de permutagdes de N objectos é NI;

b) que se devem excluir as que resultam de permutar entre si as particulas
de cada recinto. Para isso tem que se dividir sucessivamente, pelos valores de
Nl deN ... de N!, que correspondem as permutacdes "ineficazes" em cada
célula.

No nosso exemplo & N = 5 (moedas numeradas) e ha 2 células (caras ou
cunho). Logo as probabilidades termodindmicas dos seis macroestados, atris
referidos, sio:

W, = 5!/5!0! =1 W, =5/4111 =5 W, 5l/312! =10
W, = 51/2131 =10 W, =5/114! =5 W, 5/015! =1

valores que ji tinhamos obtido anteriormente, por via intuitiva.
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2.3. COLECTIVIDADE ESTATISTICA

Consideremos agora o caso geral de um sistema em contacto com um
reservatorio com o qual pode ou nio interactuar. Nés podemos imaginar que
preparamos um grande nimero de sistemas independentes entre si, ‘mas
idénticos ao sistema que pretendemos estudar e que todos eles interactuam com
0 mesmo reservatorio. Entdo o nimero relativo desses sistemas em cada um dos
estados possiveis reflecte a probabilidade do sistema de referéncia se encontrar
nesses estados. Este conjunto, ou colecgio de um nimero elevado de sistemas
independentes, identicamente preparados e sujeitos as mesmas condicdes
exteriores constitui uma Colectividade estatistica («ensemble).

A colectividade & uma colecciio ficticia, conceptual, de um grande ndmero
de sistemas, que ocupam volumes iguais, €m o mesmo nimero de particulas
com estruturas anilogas e que estdo submetidas is mesmas condigdes fronteira.
Ora, os valores médios das propriedades do sistema de referéncia no decurso
do tempo podem substituir-se pelos valores médios de todos os membros da
colectividade («copias» do sistema) num instante determinado (hipotese quasi-
-ergodica).

Por exemplo, suponhamos que um sistema S pode estar num dos trés estados
S;, S,, ;. Suponhamos que «preparamos» uma colectividade de 1000 sistemas
idénticos («copias» de S) e que 0s membros da colectividade interactuam com o
mesmo reservatorio. Num certo instante verificamos que 90 estdo no estado S,
650 no estado S, € 260 no estado S,- Entdo as probabilidades de que o sistema
S esteja num desses estados no decurso do tempo serdo respectivamente
P,=0,09; p,=0,65 e p,=0,26.

E claro que no caso real os sistemas tém muito mais do que trés estados
possiveis e as Colectividades terio muitissimos mais do que 1000 membros.
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As Colectividades estatisticas podem ser hierarquisadas de acordo com 0 tipo
de interacgdo que os seus membros t€m com O reservatorio. Ora, os tipos de
interaccdo entre sistemas incluem trocas de calor, de trabalho e de particulas. Os
membros de uma Colectividade podem ndo interactuar por nenhum dos
processos sem o seu reservatorio ou interactuarem pelos trés processos simul-
tAneamente, ou por qualquer combinacdo destes.

Dos virios casos possiveis, 0s mais usuais sa0 08 trés tipos de interac¢ao que,
por isso tém nomes especiais. Assim se 08 membros da Colectividade nao
interactuam com a sua vizinhanca, a Colectividade diz-se microcandnica. Se
permuta trabalho e calor com o reservatério a Colectividade diz-se canonica, se
permuta calor, trabalho e particulas a Colectividade diz-se grande canonica.

Os membros duma Colectividade microcandnicaestao limitados por paredes
restritivas a massa e 4 energia (paredes rigidas, impermeaveis e adiatérmicas).
Sio sistemas fechados e isolados. As grandezas E, V, N permanecem constantes.
Na Colectividade canénica as paredes sdo rigidas, impermedveis 4 massa €
diatérmicas (ndo restritivas para a «energia em trinsito»). As grandezas T, Ve N
de cada membro da Colectividade, mantém-se constante, enquanto que E varia.
Por ltimo, na Colectividade grande canonica 0s membros sdo limitados por
paredes rigidas, permedveis e diatérmicas. As grandezas T, V e 1 (potencial
quimico) permanecem constantes enquanto que Ve Nsdo varidveis, Os sistemas
da Colectividade permutam energia € massa.

A «Colectividade estatistica» nio tem realidade fisica. Foi uma estrutura con-
ceptual que Gibbs introduziu para analisar o comportamento de um sistema
estudar as suas propriedades e analisar as flutuagoes.
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3. INTERPRETACAO MECANICISTA DO SEGUNDO PRINCIPIO
FUNDAMENTAL DA TERMODINAMICA

3.1. FORMUILA DE BOLTZMANN

A primeira tentativa de dar uma interpretagdo mecanicista do Segundo
Principio Fundamental da Termodinimica foi apresentado por Ludwig Bolt-
zmann, em 1866. A sua preocupacio foia de dar uma prova, puramente analitica
e completamente geral, do Segundo Principio e, a0 mesmo tempo, de descobrir
um teorema da Mecinica, que lhe correspondesse. Era, entdo, preocupacio
dominante reduzir as leis da fenomenologia da Fisica s leis da Mecanica.

Se o Primeiro Principio da Termodinimica se podia interpretar, 4 luz da teoria

- Cinética, de forma clara, introduzindo as energias potencial e cinética das mo-
léculas, nao seria também possivel encontrar uma interpreta¢do mecanicista do
Segundo Principio?

Esta era a grande questio que Boltzmann pds a si proprio e que procurou
resolver.

Boltzmann nio foi o Gnico fisico que tentou reduzir o Segundo Principio da
Termodindmica a um teorema da Mecanica. Clausius reconhecia que, 4 escala
molecular, o Segundo Principio era muito mais dificil de apreender do que o
Primeiro. Introduziu o conceito de "desagregacio", como uma medida do grau
de dispersdo das moléculas. No entanto, foi Boltzmann que descobriu um
teorema - o feorema H, que relaciona a entropia com a probabilidade termodi-
namica.

O grande sucesso de Boltzmann e da Mecinica Estatistica, foi conseguir dar
uma interpretacio da entropia, ao demonstrar que € uma grandeza que mede
0 grau de probabilidade de um sistema.



36

Com o teorema H. Boltzmann demonstrou que a entropia é uma funcdo
crescente da probabilidade termodindmica, isto é, do niimero W de complexoes.

Mais tarde, Boltzmann enunciou um principio que alarga, consideravel-
mente, o alcance do teorema H. Pode enunciar-se assim:

A entropia S, dum macroestado dum sistema é uma funcdo universal,
exclusiva, da probabilidade termodindmica W : S = fw).

Vamos ver, como é que, com um enunciado t3o geral como o deste principio,
se pode estabelecer a forma da funcio f, que da aquela dependéncia.

Comecemos por considerar um sistema 4, fechado, cuja probabilidade ter-
modinimica é W, subdividido em dois sistemas: 4, e 4, : A = AU A,

Subsistemas
¢1 %2
s | 5 2L
w =W1 W =w2

Sistema Y global

slglydl,

S=51S;
W ZW|XW2

Fig. I - A entropia é aditiva e o niimero de microestados é multiplicativo.

Sejam W, e W, as suas probabilidades termodindmicas respectivas.

£ evidente que a probabilidade da realizagdo de 4 € 2 que resulta das
probabilidades W, e W, da realizacdo de A e de 4, simultaneamente.

Cada forma de realizacdo (microestado) de um dos subsistemas do sistema,
pode combinar-se com todos 0s microestados do outro subsistema, para dar
novos microestados do sistema global. Logo, quando todos os estados W, de
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A,, se combinam com os W, estados de A,, obtém-se a probabilidade termo-
dinimica do sistema total, W, que € igual ao produto das probabilidades dos
componentes:

W=W1XW2

Portanto, pelo principio de Boltzmann, a entropia S do sistema A, satisfaz a
exXpressdo:

S=F(W)=f(W, x W)

Como, poroutro lado, a entropia € uma propriedade aditiva, verifica-se ainda,
para o sistema A, a condicio:

§=8 +8,=f(W) + (W)
ou seja:
fOw) = (W, x W,) = (W) + (W)
A partir desta relacio funcional pode determinar-se a forma da funcio f, que

satisfaz a esta igualdade. De facto, derivando ambos os membros em ordem a
W,, (mantendo W, constante) e em ordem a W, (mantendo W, constante) resulta.

(W) /9 W, =3 (W) / IW.0W / oW, =9 f(W) / 9 WW,=d (W) /0w,
e analogamente, para 9 f(W) / 9 W

d (W) /3 (W).W, =9 W) /dw,

E, assim pode obter-se o eliminante:

IRW) /9 W = 1/W,3f%,) /3w, =1/W,. 23 W) /9w,

Multiplicando estas equacées por W =W, x W, obtém-se expressoes que sio
fun¢des exclusivas duma mesma varidvel.

WafW) /ow = W..0 fCw,) /o W, =W, d f(w,) /9 W, = const. = k
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Como cada membro das duas equagdes € uma funcido exclusiva de uma so
das variaveis, e como W, ou W,, s30 independentes entre si, aquelas igualdades
s6 se podem verificar, se cada membro assumir um mesmo valor constante, k.

As equagdes anteriores sdo da forma:
df (x) = c.dx / x
que por integra¢ao, conduz a:
f (x) = cLogx + const.
Portanto, no nosso €4so, tem-3€:

f(W)) = kLogW, + C,

f(W,) = kLogW, + C,

Como vimos, pelo principio de Boltzmann é:S = f(W). Por outro lado, devido
4 aditividade da entropia S, tem-s€:

fow) = FOW) + f(W),
e simultaneamente:

S = f(W) = (W, . W,) + const.
expressio equivalente a:

S = kLogW + const.

Para dois estados, a e b, do sistema, esta expressio permite escrever a
variacdo de entropia:

S,-S, = klLog W/W,
ou, obter a razdo das complexdes na forma exponencial, isto &:
W, /W, = exp (A S/k)

emqueS, -S,=AS, representaa variacio da entropia dum sistema, quando passa
do estado inicial, a, 2o estado final, b, em que as probabilidades termodinimi-
cas cotrespondentes sdo W_ € W, respectivamente.
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As expressOes anteriores constituem versdes da famosa equacio de Bolt-
zmann, no formalismo microcanémico, que relaciona, de forma explicita, o
conceito termodindmico de entropia S com a probabilidade termodinidmica W
de um sistema caracterizado porE, Ve N. A constante k é a constante universal
de Boltzmann, que, como veremos, é dada pelo quociente da constante dos
gases ideais, R, pelo ntimero de Avogadro, N, : -

R _ 1.987 x 4,18 Joule/grau mole _
N, 6,022 x 102 mole

k=

=138x /K |p-t?

A formula anterior mostra que a constante de Boltzmann & a constante dos
gases ideajs referida a uma molécula.



41

3.2. O MACROESTADO DE PROBABILIDADE MAXIMA E O SEGUNDO
PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA TERMODINAMICA

Consideraremos, apenas, sistemas constituidos por particulas independen-
tes. Ainda que o sistema esteja em equilibrio termodinimico, sabe-se que cada
particula estd a variar constantemente de posicio e de velocidade e que o sistema
passa, muito rapidamente, por véirios microestados.

Num sistema isolado, em equilibrio termodinidmico, o macroestado, assim
como o seu estado termodinimico, ndo variam com o tempo.

Ainda que possa haver virios macroestados possiveis dum sistema, em
equilibrio, com as mesmas propriedades globais E, V, N, hi um macroestado,
que se observa "sempre", ou um que "se observa" mais frequentemente. E o
macroestado de probabilidade méxima, o qual, por sua vez, pode assumir uma
miriade de microestados.

Nestas condigbes, & de presumir que as propriedades fenomenolégicas do
sistema sejam as que se obtém do macroestado de maior probabilidade. Mas,
porque € que no estado de equilibrio se observa "sempre" um mesmo
macroestado. Ora, tal 56 se pode atribuir ao facto do niimero de microestados,
que realizam aquele macroestado, ser muito superior ao nimero restante de
todos os outros microestados combinados. Assim se compreende que o
macroestado de probabilidade maxima corresponda, portanto, ao estado de
equilibrio do sistema que seria o estado compativel com o maior niimero de
microestados acessiveis..

Boltzmann reconheceu que o Segundo Principio estd intimamente ligado
com a teoria das probabilidades e que o aumento da entropia pode ser expresso
exclusivamente em termos de probabilidade. A entropia surge, assim, como um
aferidor da probabilidade. A entropia aparece, de forma mais natural e nio tem
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nada de magico. E apenas uma medida conveniente do nimero de microestados
acessiveis a um sistema num dado estado de equilibrio. Mas ainda mais: a
entropia, sendo proporcional ao logaritmo daquele ntimero de estados, & uma
medida mais adequada para representar a populagio de microestados W,
porque os niimeros resultantes s30 menores € muito mais manusedveis €, 0 que
é mais importante, porque as entropias dos vérios subsistemas que constituem
um sistema sdo aditivas, ao passo que os nimeros de microestados sao multi-
plicativos.

Algebricamente, o logaritmo de um produto, sendo aditivo, tornama entropia
mais proxima das varidveis de estado mais comuns do sistema, tais como a
energia E, o volume V, o nimero de particulas N, que sdo também aditivas:

E=E+E, V=V, +V, N =N, +N,
e, analogamente:

S=S +8,

Um exemplo ajudard a aclarar estas consideragdes.

Consideremos um sistema A formado por dois subsistemas 4, e 4,, cujas
probabilidades termodinimicas sio, respectivamente, W, = 10® e W, = 2x 10%.

Qual seri o niimero de estados acessiveis do sistema global

A=A VA, E qual € a sua entropia?

Vejamos:

W=W, xW,=2x10%

S, = k Log W, = kLog (10*) = k Log (e 23% = 46,0 k
S, =k Log W, = k Log (2) + k Log (e 230020 = 46,7 k
Logo:

S, =S5,+8,=927k
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Os valores da entropia vém expressos em "unidades k". Como se vé&, os
valores de S sdo niimeros muito menores e mais manuseiveis do que os de W.

Pelo seu alcance, a férmula de Boltzmann é uma das férmulas fundamentais
da Fisica. A entropia e a probabilidade sdo grandezas muito diferentes, uma de
natureza fisica e outra de natureza matemitica.

A constante k assegura a homogeneidade fisica da férmula de Boltzmann. A
interpretagdo estatistica da entropia consubstancia conceitos profundos da Fisica
e foi decisiva para estabelecer os fundamentos da Mecinica Quintica, como o
proprio Planck fez notar.

Muitas vezes, a entropia, 4 Boltzmann, é designada por entropia configura-
cional, que como se pode mostrar tem as mesmas propriedades que a entropia
termodindmica, 4 Clausius.

O macroestado mais provavel é de extrema importincia e as suas pro-
priedades médias sio quase idénticas ds propriedades fenomenolégicas.
Boltzmann admitiu que o estado de um sistema, que corresponde ao estado de
equilibrio estatistico, € aquele cuja probabilidade é maxima. De facto, com a
entropia, S, € o logaritmo do nimero de estados acessiveis, W, 4 medida que W
aumenta, a entropia S também aumenta e quando W é mdximo, S também o é.

Logo, o Segundo Principio pode enunciar-se, em termos de entropia, ou do
nimero de estados acessiveis, assim: Um sistema isolado tende a evoluir no
sentido em que a sua entropia aumenta até atingir o valor mdximo, no estado
de equilibrio, ou ainda: o estado de equilibrio dum sistema é o estado de
probabilidade mdxima.
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3.3. O ESTADO DE PROBABILIDADE MAXIMA. LEI DE DISTRIBUICAO DE
BOLTZMANN

Consideremos um sistema formado por um grande nimero N de particulas
idénticas, mas discerniveis (dtomos, moléculas, etc.), em equilibrio térmico a
temperatura T, repartidas por n células (estados de energia). Seja N. a populag¢io
duma das células, contidas num recinto isolado. Qual é o estado de probabili-
dade termodinidmica maxima do sistema?

Para isso, basta calcular o maximo da fungio W, compativel com as condicoes
do sistema. Ora, W é dada por:

W =NYN/!N,! ... N!= N/ I N/

Como os nimeros N/! sdo muito grandes o cilculo directo dos factoriais é
praticamente impossivel e temos que recorrer 4 conhecida férmula de Stirling
(LogN! = NLogN - N). Vamos, por isso, aplicar logaritmos daquela expressio e,

aplicando a férmula de Stirling, vem:

LogW = LogN! - ZLogN!! = N LogN - N - ZN, LogN, + EN,
= N LogN - ZN. LogN,

€m que o somatorio se estende a todas as células n.
A foérmula anterior pode ainda escrever-se, com alguns arranjos, sob a forma:

LogW = -N X N/N.LogN.+NLogN = - N X N/N.LogN/N
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e se nela fizermos:
F,= N/N
vem:
LogW = - N Z FLogF,

que € uma versio da f6rmula de Boltzmann, precursora da férmula de Shannon,
como veremos oportunamente, e que justifica a afirmacio de Von Newmann,
referida na citacdo de abertura.

O estado de probabilidade méaxima € aquele para o qual W & maximo, isto
é, para o qual se anula a variagio & W, ou seja, para a qual, 8 LogW = 0. Mas:

8 LogW = X N. 8 LogN, + Z LogN, § N=10
O segundo termo Z N, 8 LogN,, € nulo, visto que:
I N, 8 LogN = ZN/N,
8N, =3XN, = 8N=0
Logo, a condi¢do de maximo de W fica reduzida apenas, a:
% LogN, O N, =0

sujeita 4 condicdo de ser L8 N, = 0 para todos as variacdes possiveis de N..

Trata-se de resolver um problema de maximos condicionados, o que se pode
fazer utilizando, por exemplo, o método dos multiplicadores indeterminados de
Lagrange. Multiplicando a tltima expressao por —\ e somando-a 4 anterior, tem-
-5€:

T (LogN-M) 8N, =0

Como & N, pode tomar qualquer valor, a condicio anterior impoe que seja
nulo o factor binémio, isto &, que se verifique a igualdade:

LogN, = A
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Como A é constante concluij-se que:
= = = A
N, N, = v =8

Logo podemos dizer que o estado de probabilidade mixima corresponde aos
microestados em que as particulas se encontram igualmente repartidas pelas n
células. O valor de A fica determinado notando que

N, +N,+..+N =ne*=N
Portanto como e* = N/n, vem:
N, =N, =..=N/n

Esta conclusio da equiparticio do nimero de particulas pelas diferentes -
células € um caso especial e muito simples da estatistica de Boltzmann, em que
a Gnica restricio que se impds foi a da invaridncia do nimero total de particulas
(massa constante).

Vamos considerar um caso mais geral e mais proximo da realidade, que é o
da energia total do sistema ser também constante. De facto, o equilibrio térmico
exige que as particulas permutem energia entre si de modo que, se uma ganha
energia, outra perde-a. Logo, a condi¢do X, N, = N = const., deve ser completada
com a condicio de ser também:;

E =2 N.& = const.

total

em que g, representa o nivel energético da célula i,
Temos, portanto, que resolver um novo problema de extremos condiciona-
dos em que as equagdes de condigio sio agora:

2LogN. 3N =0

28N, =0
€ mais a da energia ser constante:

2gdN =0
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Aplicando novamente o método de Lagrange, multiplicando a segunda
equagio pelo coeficiente indeterminado o e a Gltima por e somando 4 primeira
equagio (multiplicada por 1), tem-se esquematicamente:

1 Y Log N,§ N, =0
o AN =0
B ZgdN=0

LogN. +a+peg=0

em que o € um nimero puro e B tem as dimensoes do inverso da energia.
Desta equacio conclui-se que, W serd maximo, quando a "populagdo”, N, de
cada célula for dada pela expressio:

N, = 1/e**P%

A reparti¢io estatistica que corresponde a2 um estado macroscopico de
probabilidade méxima é dada por uma lei exponencial que constitui a lei da dis-
tribuicdo de Boltzmann.

Se fizermos € = A, resulta para N, uma nova expressao:

N, =AeP
em que A se pode determinar aplicando a condicdo XN, = N, isto &
AYePi=N
O somatério que figura nesta expressao
Z =73, eb

estendido a todos os niveis energéticos, €, tem um papel muito importante na
Mecinica Estatistica e chama-se funcdo de particdo, ou soma de estados
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(Zustandssumme, Planck), porque depende da forma como se repartem as
particulas pelos varios niveis energéticos.

A fungio Z é fundamental, porque, a partir dela, se podem deduzir as
propriedades termodinimicas do sistema. A fungio Z é uma propriedade
termodinidmica porque depende exclusivamente do estado do sistema. E funcio
de T através de B e de E. Como se ver, é através da fungio Z, que se estabelece
a conexao da Mecinica Estatistica Classica com a Termodinidmica. Mas voltemos
a lei de distribuicdo de Boltzmann. Das expressdes anteriores conclui-se que
A=N/ Z e, portanto, o =Log Z / N.

A lei de distribuicdo de Boltzmann toma entio forma mais usual:

N=(N/2)e?
E claro que
p; = N/N = (et ) / (T gfes)

representa a probabilidade de que existam N, particulas no nivel energético g,
Se notarmos que X p, = 1, vé-se porque € que, muitas vezes, se diz que a fungio
Z € um factor de normalizacio.

Vamos agora dar o significado de B. Para isso, escreve-se a equacio de
Boltzmann da entropia méxima : S = k Log W na forma:

S=kNLogN—kZNiLogNi=kNLogN-kZN1.(LogN—LogZ—BEi)=

=k(NLogZ+B U

em que fazemos £ Ng, = U
Recordando que

@50 V), = T

se derivarmos expressio anterior de S, depois de algumas operacdes matemati-
cas, conclui-se que:

1/T=kB ou PB=1/kT

Logo, B &, em unidades k, o inverso da temperatura absoluta T (funcio de
Carnof).
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Nestas condices a lei da distribuicdo de Boltzmann, que dd a distribuicdo
mais provdvel das particulas pelos diversos estados de energia, para um sistema
em que N e U sio constantes (colectividade canénica) é:

N, =(N/Z) e s

Na Figura 2 dd-se a representacio grifica da lei de Boltzmann.

Note-se que a populagio relativa N/N,, corresponde a dois niveis de energia
distintos, seria:

Nx/Ni s e-(ei -Ei}/kT i pi/pj

Se todos as células tivessem igual energia, a distribuicdo mais provével seria
a homogénea: N, = N, = ... = N/n, como tinhamos verificado de inicio.

Y

€j

Fig. 2 - Distribuigdo de Boltzmann.

A expressio /X costuma designar-se por factor de Boltzmann. O efeito da
temperatura traduz-se num declive diferente das curvas das distribuicoes (Fig.2).

Da expressio anterior conclui-se que a probabilidade dum estado energético,
€, € proporcional ao factor de Boltzmann. Em condi¢des normais, os estados
de energia mais elevados s3o sempre ocupados por um nimero menor de
particulas do que os estados de energia mais baixa.
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O valor numérico de Z depende, evidentemente, da origem de contagem das
energias €. Em geral, toma-se para zero a energia do estado fundamental (o de
valor mais baixo possivel).

Nestas condi¢des, o primeiro termo do somatério da funcdo de particio é
igual 4 unidade. A funcio Z reduz-se a:

Z=1+e0 ATy ey

A série dos termos da func¢io Z € rapidamente convergente, A convergéncia
€ tanto mais acentuada, quanto menor for a temperatura, T, e mais distanciados
forem os niveis energéticos.

Quando g /kT>>1 o factor de Bolizmann torna-se desprezavel.

Para calcular a fungdo Z convém substituir o somatério por um integral, o que
$0 € legitimo, se houver uma distribuicio continua de estados energéticos.

Estados degenerados

Em muitos casos os sistemas podem apresentar para um mesmo nivel
energético, varios estados moleculares distintos. E o caso de um dtomo isolado
que vibra harmonicamente com uma certa amplitude a que corresponde uma
energia € mas em que falta o eixo de vibracio pode ter g direcgbes espaciais
distintas e discerniveis,

Estes estados dizem-se degenerados e o ntimero g, chama-se factor degen-
erescéncia, ou peso estatistico do nivel energético €. Em Mecinica Estatistica
Classica este caso corresponde 2 existéncia de particulas com posigoes e
quantidades de movimento diferentes mas com a mesma energia. Em Mecinica
Quantica significa que hd estados com séries de nimeros quénticos diferentes,
mas com igual energia.
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4. CONEXAO DA MECANICA ESTATISTICA COM A
TERMODINAMICA CLASSICA

4.1. A FUNCAO DE PARTICAO E A DETERMINACAO DOS VALORES
MEDIOS

A distribui¢do das probabilidades P_dum sistema num dado estado s, com a
energia E, € dada, como vimos, por:

p, =eb®/Z

em que Z € a funcido de particio. A partir desta distribui¢éo de probabilidades,
podem determinar-se os valores médios de qualquer propriedade do sistema.
Por exemplo, para a propriedade F, do sistema s, o valor médio, F, ¢ dado por:

F=Zp F=XZ'ef=F

Mas, este processo de cilculo, dado o ntmero elevadissimo de estados
acessiveis, s, € moroso e, por vezes, dificil. Ora, os valores médios podem obter-
se duma forma muito mais simples, recorrendo 3 fungio de parti¢do, cujo cilculo
envolve também uma "soma sobre todos os estados", mas muito mais facil de
executar. Além disso, uma vez conhecida a funcio de parti¢do, Z, € possivel
determinar, directamente a partir desta, muitas propriedades do sistema, sem ter
que repetir um somatério, de cada vez que se estuda uma propriedade diferente.

Suponhamos que se pretende determinar a energia interna média, U, dum
sistema, de que se conhece a funcio de particio Z.
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O valor médio da energia interna & dado por:
U=Zp E =Z'Zef™E
ou, tendo em vista a forma de fungdo Z e da sua derivada%%:
U=-7'9/B ETebx)=-2"02Z/3p
- -3 LogZ / 3P

De forma analoga, temos para o valor médio quadratico da energia interna,
U?, a seguinte expressao:

T -%p B -z1ZePE B =21 8/ EcPE)
71 RZ/ I

O desvio médio quadratico, ©, como € facil verificar, pode ser expresso em
termos da segunda derivada do logaritmo da fun¢io Z, como se segue:

S
ot=(AUR=0*-U

= 0> Log Z / dp?

Vejamos como é que a entropia € 0S potenciais termodindmicos estao
relacionados com a funcio de particdo. J4 vimos que 2 entropia S € dada por:

S=kNLogZ + U/T

Esta férmula d4 a entropia sem constantes arbitrérias, o que s6 se conseguia
em Termodinimica Cléssica introduzindo o Terceiro Principio.

Se agruparmos os termos da expressao anterior, tem-se:

U-TS=F=-kTNLogZ

Como se sabe, F = U - TS designa a energia livre do sistema.
Esta expressio permite obter o significado fisico de Log Z, ou, ainda, de Z.
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De facto, a fungdo de particio Z pode escrever-se agora, em lermos de energia
livre, F, como uma simples funcdo exponencial, em vez dum somatério de
Jungoes exponenciais, em termos da energia. E assim a fungio de particio Z é
dada por:

7 = o F/NKT

Vejamos mais algumas consequéncias importantes. Ora, a entropia, S, a
pressao p, e o potencial quimico i podem ser expressos em termos de derivadas
parciais da funcio F. Logo:

= - (OF / 9T, = kNLog Z + KTN . 9 Log Z / 3T
p=-(F/0dV),, =-kN.JdLogZ/aV
H=-(F/dN) , =-kT.0dLogZ/oN

A expressio da entalpia, H = U + pV, em termos da fungao de partigio, Z,
¢é entdo dada por:

H=U+pV=NkT?.dLogZ/dT + NTV . d Log Z / oV
Finalmente, para o potencial Gibbs, G, tem-se:

G =F +pV=-kNTLog Z + KNTV . d Log Z / oV

Vejamos ainda a relagio que existe entre a funcio de particio Z e a
probabilidade termodindmica W.

Notando que a funcio termodinimica, F, por particula (molécula) & F=kTLogZ,
vem para U:

U =F +TS = kTLog Z + kTLogW
ou seja:

U = kTLog (W/Z)
€ portanto:

7 - w o U/KT
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o que permite afirmar que a fungdo Z mede o nimero de microestados do sistema
"amortecido” pela exponencial da energia expressa em "unidades" KT.

Consideremos agora um sistema constituido por dois sistemas A e B, cujas
energias individuais, nos estados a e b, sdo respectivamente €, + €. A funcio de
particio do sistema global, AU B, cuja energia no estadoié € +¢g, vem dada
por:

z-zePe-zcBE e ssBeseBE -7 7

0 que mostra que a fungdo departicdo do sistema é igual ao produto das fungoes
de particdo dos subsistemas que o constituem.
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5. DESORDEM E ENTROPIA
5.1. DESORDEM E O NUMERO DE ESTADOS ACESSIVEIS

A formula de Boltzmann revela o caricter probabilistico da entropia. De facto,
aquela férmula mostra que o aumento da entropia de um sistema isolado é
consequéncia da tendéncia natural de um sistema passar de um estado de menor
probabilidade, para outro de maior probabilidade.

Mas, esta probabilidade é tanto maior, quanto mais desordenada for a dis-
tribuicdo das particulas e diversificadas as suas velocidades. Os estados sdo,
ainda, tanto mais desordenados, quanto maior for o nimero de arranjos
moleculares, de modo que W e Log W sejam ntimeros grandes, como acontece
com os gases. Os estados ordenados t&m apenas um pequeno niimero possivel
de arranjos (caso de um cristal 2 temperatura °K, v.g., W = 1).

A entropia mede o grau de desordem interna, a nivel molecular e constitui
uma medida de incerteza do estado microscopico, que nesse instante realiza o
estado macroscépico do sistema. O estado microscopico de um gis estd a mudar
constantemente, apresentando uma hipervariedade de complexdes. Nao pode-
mos saber, nunca, onde se encontra uma dada molécula €, ainda menos saber,o
microestado que, em cada instante, realiza um dado estado macroscopico
(estado cléssico). A entropia reflecte, afinal, a incerteza do estado microscopico
que ocorre em cada instante.

A entropia € aditiva, como exige a nossa intui¢io: desordem mais desordem,
confusdo mais confusio, caos mais caos, incerteza mais incerteza s6 podem
conduzir a valores muito maiores da desordem, da confusio, do caos e da
incerteza.
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A entropia esti relacionada com a desordem microscopica e coma tendéncia
para a equalizacdo. Por ordem entende-se a qualidade caracterizada pela
diferenciacdo das partes diversificadas de um sistema e da sua separagio e
organizag¢ao por categorias.

As configuragdes instantdneas sio, em geral, desordenadas e variam no
decurso do tempo. Mesmo que se comegasse por um estado ordenado, com o
decorrer do tempo, a ordem deteriorava-se e a desordem torna-se cada vez
maior, até atingir o valor maximo, a que corresponde o maior valor possivel da
probabilidade termodindmica.

E o que se passa quando se baralham as cartas de jogar, inicialmente
ordenadas por naipes e por valores. Depois de se baralharem, € muito pouco
provavel que se obtenha, devido apenas a0 acaso, uma distribuicdo pré-es-
tabelecida das cartas, ou que, por se baralharem sucessivamente se volte a
recuperar o ordenamento inicial. A desordem, a aleatoridade € a dispersao vio
sempre aumentando e andam de méos dadas com a confusdo e com a entropia.

Consideremos um sistema constituido por dois subsistemas, cada um com um
gis diferente, separados por uma parti¢o com igual nimero de moléculas mas
de cada lado da partigio. Ora, este sistema tem um certo ordenamento, visto que
moléculas da mesma espécie estdo em subsistemas diferentes.

Suponhamos que se retira a particdo. Os gases difundem-se um no outro ¢
ficam uniformemente distribuidos por todo o volume do sistema.

O ordenamento inicial desapareceu e a desordem aumentou, porque agora
cada particula pode estar num volume duas vezes maior. E claro, que na fase
inicial, o niimero de microestados era muito menor do que € depois de remover
a particdo.

Vamos mostrar que a desordem e, portanto, o nimero de microestados
acessiveis varia rapidamente, quando se verifica uma interac¢io térmica,
mecinica, ou méssica de um sistema com o seu universo. De facto, o nGmero
de microestados acessivis muda rapidamente, quando se fornece energia (calor,
trabalho) a um sistema, ou quando se altera o seu volume, ou ainda, quando se
juntam ou subtraem particulas ao sistema. Esta conclusao resulta da constante
de Boltzmann ter um valor extremamente pequeno. Consideremos um sistema
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a temperatura T, 4 pressdo p, com um potencial quimico . A sua variacdo da
entropia ds € dada por:

ds = 1/T .dU + p/T . dV - w/T . dN

em que dU, dV e dN designam as variacdes da energia interna, do volume e do
nimero de moles. Desta expressio, recorrendo 2 férmula de Boltzman, vem:

a) 1/T=(8/0U),,=0dkLog W/ U
ou seja:
dLlogW/0U=1/kT

Quando o sistema passa do estado @ ao estado b a integracdo da equagio
anterior conduz a:

W, W, = A UKT

b) Analogamente, como

p/T=(38/0V),, =0dkLog W/aV
vem depois da integracio:

W,/W, = eP AV/kT

©) Finalmente, por ser:

WT=@@S/ON),, =0dkLog W/ N
tem-se

/W, = cHANKT

O namero de microestados acessiveis ao sistema é uma fungdo exponencial
rapidamente crescente. De facto, se a energia interna de um sistema a 27° C variar
de 1e V(1,6 x 10" erg), vé-se que o niimero de microestados acessiveis varia
na razao de

A
W/W =e R4 T=e39 = 5,5 x 10%

que € um nimero muitissimo grande.
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O mesmo se poderia concluir quando se verifica uma variagao do volume e
do namero de particulas.

Por exemplo, se 20 m*> de ar, 4 temperatura de 300°K e a pressdo duma
atmosfera, sofrem uma expansdo adiabdtica, o nimero de estados acessiveis
aumenta de

Wb/wa = ell8x10 21= 1021 % 10!
que é um nimero muitissimo grande.

Ainda outro exemplo: Vamos calcular o aumento do nimero de microestados
acessiveis, quando se junta uma particula a um sistema supondo que o potencial
quimico é p=-3,0 e a temperatura € T = 300° K.

O resultado final é:

W /W = e =24x 10"

o que € um nimero extraordinariamente grande.

Claro que, se a entropia varia de As, o nimero de microestados acessiveis
varia de

= @AS/T

W/ W =8
que & um nimero inconcebivelmente grande. Por exemplo, se

A s =10 cal/°’K
vem

24
W /‘W = eA Sk = 10 AS5/2303k = 101.32){ 10
b a
Como dissemos anteriormente, estes ntimeros tio elevados, resultam do valor
| ]

da constante de Boltzmann ser extremamente pequeno e figurar em denomina-
dor na expressdo de B (B = 1/k D.
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5.2. CARACTER ALEATORIO DO SEGUNDO PRINCIPIO FUNDAMENTAL
DA TERMODINAMICA

De acordo com a Termodinimica Classica, num sistema isolado, a entropia
nunca pode diminuir, isto &, ou aumenta, ou se mantém constante. A diminuigio
da entropia nio seria nunca permitida.

Ora, em face da nova concepcio estatistica (g Boltzmann)da entropia, temos
que aceitar uma posi¢cio menos dogmatica. Assim, se considerarmos um sistema
num estado de probabilidade m4xima (ou de entropia maxima), ndo significa
- que, ocasionalmente, o sistema ndo passe por microestados de menor probabili-
dade e, portanto, de menor entropia. Estes estados, nao sendo impossiveis, sdo,
o entanto, muitissimo pouco provéveis e extremamente raros.

Notaremos que o Segundo Principio Fundamental da Termodinimica assenta
no conceito de probabilidade, ao contririo do Primeiro Principio.

Mas, enquanto este se pode aplicar a sistemas pequenos, aquele s0 se aplica
a sistemas com um niimero elevadissimo de particulas. No entanto, mesmo para
sistemas com muitas particulas, hi sempre uma probabilidade infima de violagio
do Segundo Principio. E extremamente provavel que um bloco de gelo funda
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naturalmente quando se mergulha em dgua a uma temperatura superiora 0° C.
Mas é muitissimo pouco provével que se forme espontaneamente um bloco de
gelo nessa mesma 4gua (Fig. 3).

Gelo .
p ]

| Espontaneo
—

(T>0°C)

< Impossivel | = :

(T>0°C)

\=h ot e/ ’p\;\ﬁ\*‘/

4/ \ / mesa mesa

Fig.3-0 espontdneo e 0 impossivel nafusao, ouna solidificagdo do gelo ndo violamo Primeiro
Principio, mas podem desafiar o Segundo Principio.

Por exemplo, hi sempre uma probabilidade de que o ar de uma sala se
concentre todo num dos cantos. Ha sempre uma certa probabilidade de que os
rios corram da foz para a nascente, ou de que os objectos duma secretiria saltem
espontaneamente, mas estes acontecimentos sao extremamente raros!

Mesmo com meios de observacio extremamente rigorosos, capazes de medir
com um rigor de 1 parte por bilido e se 2 miquina repetisse a medicio 10° vezes
por segundo, teriamos que aguardar 1030 x19% yezes a idade do universo para
assistir a um acontecimento desses.

A probabilidade da violagdo do Segundo Principio é tio infima, que podemos
estar descansados: nio veremos, na Historia da Humanidade, qualquer viola¢do
deste Principio.

Vamos apresentar alguns exemplos que, embora demonstrem O caracter
aleatério do Segundo Principio, mostram também, que as probabilidades de
violacdo daquele Principio sdo extremamente pequenas.

Exemplo 1:

Suponhamos que, devido a uma flutuagdo, 2g de 4gua, inicialmente em
equilibrio, a 20° C, dio lugar, espontaneamente, a 1g a 19° C mais 1g a 21° C.
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Pergunta-se: qual serd a relacdo entre a probabilidade para que se verifique esta
separacdo ¢ a probabilidade de manter o estado de equilibrio normal?

Solucdo:

Ora vejamos: a variacido de entropia, A s, verificada neste processo, em que
a pressio constante, & dada por:

A's = ¢ (logT /T, + LogT,/T,)
em que ¢ € o calor especifico da 4gua.
Ou seja:
As=c LogT T,/T? = 4,18 Log (293 - 1) (293 + 1)/2932 = - 4,80 x 10° J/K

Portanto, a relacio entre a probabilidade W, para que ocorra este processo,
e a probabilidade W, do estado normal de equilibrio sera:

18
W,/W, = exp. (- 4,86 x 10% / 1,38 x 10%) = 10352x10

18
= 10-3,52/2.50::10 = 10-18

Esta relagdo € um ntmero extremamente pequeno. Logo, existe uma certa
probabilidade para que ocorra a separa¢do, mas € tdo pequena, tio pequena,
t3o pequena, que temos a "certeza pratica" que tal fendbmeno nunca se dari,
espontaneamente,

Exemplo 2:

Suponhamos que dois corpos, as temperaturas de 27° C e 28° C, sio postos
€m contacto e que ha entre eles um fluxo de calor de 1 erg no "sentido normal”.

a) Qual é a variagio do nGmero de estados acessiveis devido a esta
transferéncia de energia?

b) Qual a probabilidade de que o fluxo se dé em sentido contrario?

¢) E se o fluxo for muito menor, por exemplo, de 1,2 x 10? erg?



64
Solugdo:

A entropia total do sistema formado pelos dois corpos, antes e depois do
contacto, sofreu uma variacio dada por:

A's=(1/301) = 1/9 x 10 erg/K
a) De acordo com a férmula de Bolizmann sabe-se que:
As =k Log (W,/ W)

em que W, e W, sdo as probabilidades inicial e final, do sistema, ou seja:

11

W, = W, e*% =W, exp (104/9 x 1,38 x 1076) = W, exp (10'%/12) = W™

Como se vé&, o nimero de complexdes acessiveis no estado final excede o
ndmero inicial por um factor extremamente grande. Neste caso o calor flui do
corpo quente para o corpo frio.

b) Se o fluxo se tivesse verificado do corpo frio para o corpo quente, seria:
As=-1/9 x 107 erg/k

e, portanto, agora, tinha-se:

11

W, = W, exp (- 10%%/12) = W, gt

Logo, a probabilidade para que se verificasse um fluxo de calor do corpo frio
para O cOrpo quente seria extremamente pequena. De facto, em W/ W=
=10x101° casos s6 num caso se verificaria o fluxo "contra natura®. Na pratica, este
resultado corresponde, afinal, a uma confirmagao dos resultados da Termo-
dindmica Classica, em que tal fluxo nunca se poderia verificar.

¢) Vejamos agora o caso do fluxo ser muito inferior a um erg e igual a 1,2x10” |
€rg;
O resultado seria agora:

W/W, =e=27
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O fluxo ainda se verificard com maior frequéncia no sentido imposto pela
Termodindmica Cldssica, mas a frequéncia do fluxo "contra natura" verifica-se
agora 1 vez em cada trés casos.

Exemplo 3:

Consideremos uma bola de 10 gramas em repouso sobre uma mesa, 4
temperatura de 27° C. Qual seria aprobabilidade de que a bola saltasse
espontaneamente, até atingir uma altura de lcm, 4 custa da energia da mesa?

Solucdo:

A energia potencial da bola aumentaria de m.g. Ah e a energia fornecida pela
secretdria seria - AQ, de tal modo que - AQ + m.g. Ah = 0. Mas, o fornecimento
da energia AQ, corresponde uma variacio de entropia As=AQ/T = - m.g. Ah/T.
Portanto, recorrendo a formula de Boltzmann, a probabilidade de que tal
acontecesse, W, em relagdo a probabilidade do que normalmente se passa, W,
seria:

17 17
W /W =g As/k — e-9800/300k = 10—1,32 X0 - e 1/101 A32x 10
2 1

17
que € um numero extremamente pequeno. Em 10121 realizacoes potenciais
("tentativas") sO 1 teria sucesso! Este resultado mostra que, para todos os efeitos
praticos, a bola continuara em repouso sobre a secretaria e, talvez nunca venha
a saltar. (Fig. 4).

Espontaneo 'ﬂ

{muinissimo provavel ) ‘l

Impossivel

BT ]

Fig.4-0 Segundo Principio diz que "espontinec” significa ser muitissimo provavel e o
impossivel” € equivalente a ser muitissimo pouco provdvel.

- TN 7
p= A /tm_e__sa
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5.3. 0ZEROABSOLUTO E O TERCEIRO PRINCIPIO DA TERMODINAMICA

Vejamos o que se passa, quando se remove energia dum sistema. O ntimero
de estados acessiveis € uma funcio que decresce, rapidamente, com a energia
interna e, portanto, o niimero de estados acessiveis sofre um declinio acentuado.
Suponhamos que se continua a remover energia, até que o nimero de estados
acessiveis se reduza a um. Neste estado, o sistema estaria no estado de energia
minima, porque ndo poderia continuar a ceder mais energia, visto que ndo ha
nenhum outro estado possivel com menos estados acessiveis do que 1. A energia
atinge o nivel zero de referéncia e a sua temperatura serd, portanto, o "zero
absoluto".

Como o ntimero de estados acessiveis é exactamente 1, a sua entropia é zero:

S=kLogW=kLog1=0

Devemos salientar que este resultado nio depende das dimensdes, da
pressdo, ou da intensidade de qualquer campo. Quaisquer que sejam as
condi¢bes, ou os constrangimentos a que o sistema esteja submetido, so existe
um estado de energia minima e, neste estado, a entropia é nula.

Podemos, pois, enunciar assim o Terceiro Principio da Termodinimica:

"A entropia dum sistema tende para zero, G medida que a temperatura tende
também para zero, independentemente dos valores dos pardmetros exteriores
(pressdo, volume, niimero de particulas, etc.).

Esta formulacio assenta na hipétese de que nio hi degenerescéncia. Se o
nivel de energia minima (nivel de referéncia) tiver uma degenerescéncia 5, por
exemplo, entdo no zero absoluto haveria 5 estados acessiveis e a entropia seria:
S,=kLog5
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Por isso, muitas vezes, no enunciado do Terceiro Principio se diz que "a
entropia tende para wma constante” em vez de "a entropia tende para zero".
Entre outras coisas, o Terceiro Principio requer que os calores especificos devam
também tender para zero no zero absoluto.
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5.4. O PRIMEIRO PRINCIPIO DA TERMODINAMICA. INT. ERPRETACAO
ESTATISTICA E MECANICA DE CALOR E DE TRABALHO

Como ja referimos, a energia interna U duma colecgio de N particulas inde-
pendentes ¢ U =N X P, € = X N, g, em que g sdo os niveis de energia, cuja
distribuicio de probabilidade é P, a que corresponde uma distribuicio da
populagdo N,. N6s sabemos da termodinimica classica que a energia interna
dum sistema pode variar devido i quantidade de calor absorvido, dQ, e ao
trabalho realizado, dW:

dU=dQ + dW = dQ + p dv
Por outro lado, da expressdo de U tem-se:
dU=Z¢g dN + ZN,dg

e as duas expressdes devem ser idénticas.

Vamos mostrar que os dois termos da Gltima expressio correspondem, re-
spectivamente, ds contribui¢des do calor e do trabalho paraavariacdo da energia
interna (Fig. 5).

De facto, aquecendo o sistema a volume V, constante, os niveis da energia
ndo variam, porque g =f(V) e de, = (d &/d V) dV. Como dV = 0 nio hd realizacdo
de trabalho e a variagdo da energia é devida apenas ao calor absorvido, ou dU
=dQ,,. Se fizermos de, = 0 na expressdo anterior vem:

dU, =dQ,, = Z e dN,
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Logo, a adi¢do de calor produz variagoes nas populagdes dos virios niveis
de energia, mas ndo os altera.

Estado
inicial

L

Estado
inicial

a) b) Ni

Fig. 5 - Interpretagdo microscépica do calor (a) e do trabalho (b). A adigdo de calor produz
variagdes nas distribuigoes dos vdrios niveis; o trabalho recebido aumenta a energia dos
diferentes niveis.

O termo do trabalho deve entio ser atribuido a outra parcela. Com efeito:
(dU), =dW =X N dg =2 N, @e/0 V). dV

Portanto, o trabalho implica uma varia¢do da energia interna associada a
variacio dos niveis energéticos, sem alteracio das populagoes de cada nivel.

Em sintese, um incremento de calor pode considerar-se como se correspon-
desse a uma mudanca nas populagdes dos diferentes niveis de energia,
enquanto o trabalho se reflecte nos proprios niveis de energia.

Uma analogia simples ajuda a compreender melhor as consideragoes
anteriores. Suponhamos um escadote com uma certa distribui¢do de bolas nos
degraus. Os degraus correspondem aos niveis de energia € as bolas em cada
degrau 2 distribuicio das particulas. Se houver bolas que passem dum degrau
para o outro, a energia potencial do conjunto de todas as bolas varia, mesmo
sem actuar no escadote, mantendo os degraus fixos. Mas, a energia potencial
também pode variar, sem se alterar o niimero de bolas por degrau; basta abrir
ou fechar mais o escadote, porque entdo o nivel dos degraus varia. No primeiro
caso, deu-se uma transferéncia interna de bolas, de forma mais ou menos
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desordenada, mas sem ter quaiquer repercurssoes "visiveis" no movimento
global do escadote: corresponde a transferéncia de calor. No segundo caso, o
aumento de energia potencial é "visivel", através do movimento ordenado do
escadote; corresponde ao trabalho realizado pelo sistema,
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6. EPILOGO: A NATUREZA ESTATISTICA DA ENTROPIA

Boltzmann reconhecendo "como o segundo principio esti tdo intimamente
ligado com a teoria das probabilidades" concluia que o aumento da entropia
podia ser aceite apenas em termos de probabilidade. O aumento de entropia
seria, portanto, altamente provavel, mas ndo certo. Foi uma conclusio a que
chegou quando formulou o conceito da entropia de um macroestado termo-
dindmico em termos do nimero de complexdes, ou de configuragdes micro-
scopicas, compativeis com aquele estado. A entropia constitui assim, uma
medida de probabilidade termodinimica.

Como foi referido, a férmula de Boltzmann, S = k Log W, constitui pela sua
elegancia, simplicidade e concisio e, sobretudo, pelo seu alcance, uma das
formulas mais notdveis da Ciéncia. A entropia € a probabilidade sdo grandezas
muito diferentes; uma, S, é de natureza fisica, outra, W, € de natureza matematica.
A constante k assegura a homegeneidade fisica da férmula de Boltzmann. E,
todavia, a relacdo entre duas grandezas tio heterogéneas, que a priori nido
pareciam ter qualquer rela¢do entre elas, que constitui a originalidade e um dos
motivos de interesse desta f6rmula. Mas a grande contribuicio de Boltzman foi
a de ter trazido a Fisica uma nova dimensio: a coexisténcia, lado a lado, de duas
concepgdes determinista e probabilistica. A natureza estatistica da entropia abriu
novos horizontes na Ciéncia e, em particular, na Fisica, Como diz Planck, sem
as suas reflexdes sobre o conceito de entropia, nao se teria abalangado a propor
uma teoria dos quantos, que depois levaria 2 Mecinica Quintica.

Por isso, a férmula de Boltzmann, mais do que uma confirmacido brilhante
da Mecénica Estatistica, constituiu o rastilho que desencadearia o progresso da
Fisica, revelado a partir das décadas de vinte e trinta.

A Fisica Classica era determinista. O sucesso das leis de Newton, ao
permitirem prevér os movimentos dos Planetas, teve um efeito decisivo nesta
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atitude cientifica. O facto dos astrénomos poderem determinar com ante-
cedéncia de séculos as posicoes dos Planetas, ou dos cometas, € poderem prevér
a existéncia de outros astros desconhecidos, constitui como o que o padrio non
plus ultra da perfei¢io mecanicista de Newton. Era este padrdo que se procurava
generalizar e alargar a outros campos da Ciéncia.

Laplace sugeriu, mesmo, a possibilidade de vir a existir um supergénio
matemitico - o feiticeiro de Laplace - que, a partir das condigoes iniciais das
posicoes e das velocidades de todas e quaisquer particulas do Universo, poderia
prevér a sua evolugio futura.

Hoje podemos negar a existéncia dum feiticeiro de Laplace, a nivel atbmico
ou a nivel molecular, mesmo de concepgio electronica, ou de qualquer outra,
por virias razdes. Uma, € devida ao principio da incerteza de Heisenberg que
nos impede, 4 partida, de conhecer simultaneamente as posicdes e as velocidades
de particulas quéanticas. Logo, o feiticeiro de Laplace nio poderia integrar as
equacdes de qualquer das particulas, por ndo se conhecerem completamente as
condicdes iniciais. Todos sabemos a influéncia que as pequenas variagoes das
condi¢des iniciais tém nas trajectorias (basta saber jogar bilhar ...).

Mas, mesmo que ndo houvesse esta incerteza essencial, o feiticeiro de
Laplace, nio disporia de capacidade para armazenar os valores numéricos das
vérias grandezas que descrevem Os processos que ocorrem €m sistemas
constituidos por grande nimero de elementos, cOmo acontece, por exemplo,
com 0s processos em escala atdmica ou molecular. Para registar um namero, &
necessirio reter uma quantidade adequada de dtomos, ou de electroes e dispo-
Jos numa configuragio especifica, estdvel, e que possa ser detectada e
localizada quando, mais tarde, for necessdrio utilizar o nimero em cilculos
(sinais de tinta no papel, dipolos magnéticos, fluorescéncia dum écran, etc.).
Ora, acontece que ndo ha sequer atomos suficientes no Universo para registar
todos os dados referentes as moléculas de ar existente na atmosfera.

Somos, portanto, levados a abandonar a esperanca de poder seguir, por via
determinista, 0 que ocorre em escala atdmica, numa dada amostra de matéria.
Temos que nos contentar com certo conhecimento limitado e tentar obter, por
inferéncia estatistica, varias conclusdes que sdo correctas, em média. Surge,
assim, a Mecinica Estatistica, que € uma teoria matematica, que diz como se hdo-
_de combinar, estatiscamente, as propriedades das particulas individuais, para
poder prever, como dizia Gibbs, "aquelas propriedades acessiveis 20s nOssos
sentidos e susceptiveis de medi¢do". Depois, surgird a Mecinica Quintica, que
nos vai abrir as grandes vias da Fisica para o estudo do mundo microscopico e
penetrar, mais profundamente, na estrutura da matéria.
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1 - NOQOES ELEMENTARES SOBRE A TEORIA DA INFORMACAO
1.1. DEFINICAO DE INFORMACAO

A Teoria da Informagio teve origem no estudo do problema da transmissio
de mensagens e muitos dos seus conceitos e designacoes enquadram-se na
Teoria da Comunicacio.

Informagio é a entidade que mede a diferenca entre saber e nio saber; entre
conhecer e nido conhecer; ou ainda, a diferenca que hi entre encarar virias
possibilidades sobre a realizacio dum acontecimento futuro e saber qual delas
se realiza.

A nossa expectativa sobre a realizacio dum acontecimento futuro esti
associada a um certo grau de incerteza, ou a uma falta de informacio. Desde o
momento em que compramos um bilhete de lotaria, mantemos uma certa
expectativa, associada a um certo grau de incerteza. A incerteza seria menor, se
houvesse "mais prémios" e "menos nimeros", N6s, sem querer, comecamos a
pensar, em termos da probabilidade, que temos de nos sair a "sorte grande",
antes de andar "a roda". E, portanto, uma probabilidade a priori, que traduz
sempre um certo grau de esperanca.

Segundo Claude Shannon, fundador da Teoria da Informacio, o que é
importante numa mensagem que recebemos, é a alteragio da incerteza que
existia antes de receber a mensagem. O efeito da mensagem depende, portanto,
do nosso estado de conhecimento em relagdo a um dado acontecimento. Logo,
0 contéudo de informacio recebido é, portanto, dado pelo decréscimo da falta
de informago, isto &, pela diferenca entre a incerteza que existia, antes de
receber a mensagem, e a incerteza que resta, depois de receber a mensagem.
Se, depois de receber a mensagem, nio resta qualquer incerteza, o contéudo da
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informacio é exactamente igual 2 informagdo completa, que desfaz toda a
incerteza! E evidente, que para se obter informagdo, a mensagem que recebemos
tem que trazer "coisas de novo'", que ndo esperdssemos, ou qualquer coisa que
ainda ndo conhecéssemos.
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1.2. INCERTEZA, ENTROPIA, INFORMACAO E PROBABILIDADE

Suponhamos agora um sistema, cujo estado pode ser realizado por um
grande nimero de complexdes. Diz-se, entio, que esse estado € um estado de
grande probabilidade. H4 uma grande indeterminagio sobre o microestado, que
num dado instante realiza o macroestado. Fica-se sempre com uma grande
incerteza em face de um sistema que se apresenta com tanta desordem nos
microestados, isto é, com tanta entropia. Mas, um sistema com muita desordem,
Ou com muita entropia, € um sistema de que se tem muito pouca informacio,
ou uma grande falta de informacio. A um aumento de informagio corresponde,
portanto, uma diminui¢io de entropia, ou da desordem.

A desordem constitui uma medida da nossa ignordncia, ou da falta de
informacio sobre a complexio que realiza, naquele instante, o estado do
sistema. Desordem €, essencialmente, o mesmo que ignorincia, ou falta de
informacdo. A informacio e a entropia nao sdo, de facto, grandezas idénticas,
porque o sentido da variagio da indeterminacio é oposto ao sentido da variacio
da informacio. £ o valor da indeterminagio, expressa pela entropia, que se toma
como a medida da quantidade de informacio necessiria para eliminar a
indeterminacdo respectiva. Quanto maior é a indeterminacio, maior serd a
quantidade de informacio que se obtém, quando se conhecer o resultado.

Podemos afirmar que a incerteza e a informagio estio relacionadas por uma
lei de conservacio. Assim, a soma da incerteza, H, com a informacdo I é
constante ¢ igual 4 informagio mixima, ou 3 entropia maxima, sob dadas
condicoes.

Usando a linguagem matemitica, tem-se:

H+I=const. =H =1

max max
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em que H representa a incerteza, ou a falta de informacio; I o contéudo da
informacioe H_ e I osvalores maximos possiveis, correspondentes. Logo:
max max

AH+AI=0

e um ganho de informacao & compensado por uma perda igual de incerteza.

Embora se possa utilizar a relagdo de Boltzmann para o calculo do niimero
de distribuicdes para uma dada entropia do sistema, pode interpretar-se esta
relacio de forma diferente em termos da ignordncia, ou falta de informacdo
sobre o sistema. Se o sistema se pode apresentar num do grande nimero de
microestados, o estado, que inclui estes microestados, é altamente provavel, com
um caos microscopico, ou uma desordem muito pronunciados.

Todavia, se um sistema existe com um namero reduzido de microestados,
tem muito menos desordem e muito menos entropia. Pode dizer-se que a
ignorincia, ou a incerteza, sobre a distribuicdo é muito maior para um estado
de entropia mais elevada (muitas distribui¢oes possiveis). Logo, um aumento de
entropia corresponde a uma diminui¢do de informacio sobre a distribuicao dos
microestados dum sistema.

Sabemos que um sistemna em desordem € um sistema de que ndo temos muita
"informacio". Mas, com o crescimento da desordem, aumenta a entropia; logo
podemos "sentir" que a um aumento de entropia corresponde uma "perda" de
informacao.

Mas, serd possivel medir a informagao e exprimi-la por uma férmula, isto €,
sera possivel quantificar a informag¢ao?

A "informacio" provém de "mensagens' que "recebemos". E evidente que
para obter informagio, 4 "mensagem" que se recebe tem que trazer alguma coisa
"de novo", isto é, qualquer coisa que ndo se esperasse. Caso contrario, a
mensagem nio passa de um papel em branco... Por exemplo, ndo adianta nada
receber uma mensagem (noticia) que é ji completamente esperada, ou conhe-
cida.

Suponhamos que se podem receber N mensagens. Quanto menos provavel
for uma mensagem, isto €, quanto mais inesperada ela for, maior sera a
informacio obtida, se a mensagem for recebida.

O que é um segredo?

E uma mensagem, cuja probabilidade de nos chegar ao conhecimento &
muito pequena, mas se chegar aumenta, € de que maneira, a informagdo.

Somos, assim, levados a pressentir uma certa relacio entre informacao e
probabilidade.

Como se poderi definir a probabilidade de ocorréncia de um acontecimento?
A probabilidade € dada pelo quociente entre o nimero de casos favoraveis e O
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nimero de casos possiveis da ocorréncia do acontecimento. Esta probabilidade
varia entre 0 ¢ 1. O valor 0 corresponde 4 impossibilidade e o seu valor, maximo,
de 1, corresponde a certeza. Na I PARTE considerou-se contudo, mais
conveniente tomar simplesmente o nimero de casos favoraveis, como a medida
da probabilidade termodinimica.

Um macroestado pode ser realizado por um grande nimero de diferentes
microestados. Com efeito, as moléculas estio em agitacio continua donde
resulta uma imensa variedade de microestados. O nimero de microdistribui¢des
€, pois, a probabilidade termodinimica. Quanto maior for o ndmero de
complexdes, maior é a probabilidade e maior € a desordem, mas menor é a
informagdo que se tem sobre qual o microestado em que, num dado instante,
se encontra o sistema.
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2. MEDIDA DA INFORMACAO
2.1. INCERTEZA, FALTA DE INFORMA CAO E PROBABILIDADE

A quantidade de informacio pode avaliar-se pela variacio do grau de
incerteza. A quantidade de informagio recebida por uma mensagem € dada pela
diferenga entre o grau de incerteza a priorie o grau de incerteza a posteriori.

Vamos abordar o problema da matematizacio da incerteza.

Comecemos por considerar um exemplo: Suponhamos um objecto que se
encontra dentro de uma das n gavetas dum contador, todas iguais e, como é
evidente, mutuamente exclusivas. Além disso, todas as gavetas sdo igualmente
provaveis, isto €, ndo ha razdes de preferéncia para a escolha duma qualquer
sobre as outras. Por outro lado, o objecto nao pode estar em mais do que uma
gaveta. Logo, ha n possibilidades para saber em que gaveta estd o objecto e
as possibilidades excluem-se, também, mutuamente.

Aincerteza em se saber em que gaveta se encontra o objecto traduz, de facto,
uma falta de informacio. Ora, a incerteza, ou a falta de informacio, é tanto maior
quanto maior for o nimero n de gavetas (possibilidades), Se designarmos por
H a falta de informacio, ou a incerteza, vemos que H € uma funcio de n:

H=H (n)
€ mais, que H € uma fun¢io crescente de n, isto é&:

Hm)>H@

se n>r
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Se recebermos uma "mensagem" com a indicacio da gaveta em que o objecto
se encontra, entio, toda a incerteza desaparece. S6 hd uma escolha possivel
(n=1) e nio hi ji qualquer falta de informacio, isto &:

HQ=0

Esta expressio traduz a informagdo completa. Deve acentuar-se que, quanto
maior é o namero de possibilidades, n, menor é a probabilidade de acertar na
gaveta onde estd o objecto. A probabilidade p vale "um contra n", isto &, p =
= 1/n.

Assim, no caso dos acontecimentos terem todos a mesma probabilidade, a
expressio da incerteza é uma fungdo da probabilidade:

H=H () =H1/p) =H*(p)

Agora, quanto maior for n, menor € a probabilidade p; portanto, a falta de
informacio, ou a incerteza, H, é uma fun¢io decrescente da probabilidade da
realizacio dum acontecimento.

H (p) >H(p,)

s P, < P,

Consideremos, ainda, o problema de uma escolha que, por sua vez, resulta
de duas escolhas independentes, isto €, que se excluem mutuamente. Conti-
nuemos com o exemplo do contador. Este caso corresponde a cada uma das n
gavetas estar dividida em m compartimentos. Para localizar o objecto tem que
se identificar ndo s6 a gaveta, mas também o compartimento. O nimero de
possibilidades é dado agora, pelo niimero total de compartimentos: n X m.

A falta de informagio, ou a incerteza, H, &, neste caso, uma fungao de nxm,
isto &:

H=H@mzxn)

No entanto, esta incerteza pode ser superada por duas operagoes, ou fases
distintas: numa primeira, procura identificar-se a gaveta, a que corresponde uma
incerteza H (n); na segunda, hi que determinar o compartimento da gaveta em
que o objecto se encontra, a que corresponde a incerteza H (m). Estas duas
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operagdes sucessivas, conduzem, exactamente, 20 mesmo resultado que se
obteria, se se identificassem, duma s6 vez, a gaveta e o compartimento, em que
a incerteza inicial era H (m x n). Como as duas operagdes sucessivas sio
equivalentes 4 operacdo global inicial, conclui-se que a incerteza € uma
propriedade aditiva: junta-se a incerteza sobre a gaveta a incerteza sobre o
compartimento. Em linguagem matematica, tem-se:

H(mxn)=H (m) + H (n)

em que as fungdes H sio fungdes crescentes dos argumentos.

Esta relacdo funcional, tdo geral, vai permitir determinar a forma da funcio
H (o problema é semelhante ao que tivemos que resolver para a equacgio de
Boltzmann). Para isso, por ser mais comodo, procede-se a uma mudanca de
varidvel, fazendom x n = z.

Comecemos por derivar ambos os membros daquela relagdo, sucessiva-
mente, em ordem a m, com n constante, e em ordem a n, mantendo m constante.
Para facilitar as operagdes convém aplicar o teorema da derivagio das funcoes
compostas, ds derivadas do primeiro membro:

dHZ)/dm=90H@/dz.dzdm

dH(@)/dn=0H®Z)/3z.0d2/dn

Posto isto, podemos escrever as expressoes das derivadas em ordema m e
em ordem a n da relacio funcional como se segue:

dH(2)/d z .0 2z/0 m = d H(m)/d m
dH(2)/0z.92z/9dn=0HN)/In

porque H(n) ndo € fung¢io de m, nem H(m) é funcio de n; além disso, m e n
sdo independentes € d m/d n = 0. Mas como z = m x n, vem:

dz/0m=n € 0dzdn=m
Logo, as expressoes das derivadas podem escrever-se:

d H(2)/0 z.n = d H(m)/d m
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d H(2)/0 zm = d H(n)/d n
donde se deduz que:
dH(2)/dz=1/n.d H(m)/d m = 1/m . d Hm)/d n

Estas igualdades podem escrever-se, multiplicando-as por z = m x n, sob a
forma:

2.9 H(2)/dz=m.d Hm)/d m=n.dHn)/dn = const. = k
Como cada membro das equagdes s6 € fungio duma tnica variavel, para

serem iguais os seus valores tém que ser constantes. Por isso, a forma da fungio
H obtém-se resolvendo as equagoes:

dH(2)/d z=k/z; dH(m)/d m=K/m; 9 H(n)/d n = K/n

Estas equagoes sdo do tipo df(x) = k dx/x, cuja inte gracio, permite determinar
a forma da funcio f(x), que neste caso & evidentemente: i

f(x) = kLogx

Logo pode escrever-se para H:

H(m) = k Log m + const.

H(n) = k Log n + const.

Para H(m x n) tem-se uma func¢do da mesma forma:
H(mn) = k Log (mn) + const.

Notando que o logaritmo dum produto € igual 2 soma dos logaritmos dos
factores, vem:

H(mn) = H(m) + H (n) + const.

o que confirma a aditividade da expressao funcional geral.
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Vé-se que H(n) & uma funcio logaritmica e, a partida, para n possibilidades
a incerteza, sera:

H(n) = k Log n + const.

e o valor numérico da incerteza ndo depende da maneira como o problema é
posto. Quando for n = 1 ndo hi qualquer incerteza (certeza), visto que:

H(1) =k Log 1+ const; 0 =0 + const.
€, portanto, pode fazer-se a parcela constante igual a zero.

Retomemos a expressio anterior no caso dos n acontecimentos serem
equiprovaveis. Notando que p = 1/n, a expressdo da incerteza pode escrever-
-se explicitamente:

H(n) =k Log n
ou

H(p) =k Log 1/p = - k Log p

Esta expressio € muito interessante, porque exprime a incerteza, H, em

funcdo da probabilidade p e confirma que H € uma func¢ido decrescente da
probabilidade.
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2.2. A FORMULA FUNDAMENTAL DA TEORIA DA INFORMACAO

Vamos ver, agora, qual € a expressdo da incerteza, quando os acontecimentos
ndo sdo igualmente provaveis. Consideremos um ensaio de n acontecimentos,
todos com a mesma probabilidade, 1/n, mas distribuidos por grupos diferentes:
o superior com n, elementos; o médio com n, elementos e o inferior com n,
elementos, isto €, (Fig.6) tais que:

I’1=‘I’11‘|'1'12""l’13

Como 0s n acontecimentos sdo igualmente proviveis, a probabilidade da
ocorréncia de um dos n acontecimentos, qualquer que seja o grupo a que ele

ny
Fonte || |=—]—mes
e
(— '
| 2=z ==
' ------
L

Fig. 6 - Uma fonte geradora de acontecimentos com probabilidades diferentes.
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pertenca, € 1/n. No entanto, se se quiser saber qual 0 grupo em que ocorre o
acontecimento, hi que considerar trés possibilidades, com probabilidades
diferentes. Para que o acontecimento se verifique no grupo superior com n
elementos, (Fig.6), a probabilidade p, &€ dada por:

p,=n/(n, +n,+n)=n/n

Para que o acontecimento se verifique no grupo médio com n, casos
proviveis, a probabilidade p, sera:

p, =n/(n, +n,+n) =n/n

Para que se verifique o acontecimento no grupo inferior, a probabilidade p,
é dada por:

p;=n/(n +n,+ i)

E evidente que as probabilidades p,, p, € p, s3o diferentes entre si, porque
n #n,#n,

Vejamos agora, como se determina a func¢io que traduz a incerteza, em que
os acontecimentos tém probabilidades diferentes.

Seja A o acontecimento parcial, que consiste na escolha de um dos grupos,
n,, n, e n, e seja B o acontecimento seguinte, que consiste na escolha de um dos
elementos que pertenca a um dos grupos seleccionados. Logo, 0 acontecimento
final C é o produto da realiza¢do dos dois acontecimentos: a realizaciode A e
a realizacio de B, isto é, C = A x B. Mas, por outro lado, o acontecimento C
consiste, afinal, na realizacio de um dos n acontecimentos, igualmente
provaveis.

Como H é uma funcio aditiva, tem-se:

H(C) = H(A) + H(B)

Logo, para se saber a incerteza resultante, basta subtrair 2 incerteza associada
aos n acontecimentos equiproviveis, dada pela expressio H(n), as incertezas
referentes i realizacio do acontecimento em cada um dos trés subgrupos.
Notando que em cada um dos subgrupos, os acontecimentos continuam a ser
equiproviveis, a fun¢do H(n), por exemplo, € dada por:

H(n) = K Log n
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Mas, a falta de informacio referente i realizacio de um s6 acontecimento
deste subgrupo € uma fracgdo da falta de informagio total do subgrupo, isto &,

neste caso, serd, apenas, H(n,). O mesmo se verifica com H(n,) e com H(n,).
Logo, para o acon[ec1mento A, a incerteza H(A) é dada por:

H(A) = K Log n - (n,/n.K Log n, + n,/n.K Log n, + n,/n K Log n,)
ou, como p, = n,/n:
H(p,, p,, p,) =KLogn-Zp KLogn

=Klogn-Xp Klogp, -KLogn
=-KZXZp, Log p,

Se em vez dos trés grupos, que considerdimos, generalizarmos para N grupos,
teremos:

H(p,, p, - p) =- K Zp,Logp,
que € a famosa férmula de Shannon, fundamental na Teoria da Informacao.
Esta € uma generalizacdo da férmula que ja se tinha obtido anteriormente (§ 3.3

I parte), quando os acontecimentos eram igualmente provaveis. De facto, se for:

P, =P, = ... = py = 1/N, a expressdo anterior reduz-se a

H=-KZXZ1//NLog (1/N) = K Log N

De forma aniloga se pode definir a entropia duma distribuicio continua, com
a introducdo de uma densidade de probabilidade p(x), pela expressio:

H=-[p & Logp ) dx
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3. SURPRESA, IGNORANCIA E ENTROPIA
3.1. SURPRESA E PROBABILIDADE

Vamos agora ver o que se entende por fungdo surpresa, ¢ (pp-

Suponhamos que associamos a cada estado de conhecimento uma certa
probabilidade. Quanto maior for o valor da probabilidade, p, maior & o
conhecimento que temos sobre um acontecimento. A probabilidade p,€éa
medida da nossa expectacio baseada num dado estado de conhecimento, ou,
se quisermos, de ignorancia. Se a probabilidade, P, da realizagdo de um certo
conhecimento, & muito pequena, mas se, mesmo assim, se realiza, tem que se
concordar que constitui uma grande ‘surpresa’. A "surpresa", referente i
realizacdo dum acontecimento, traduz a estupefcio e a admiragio pela sua
realizacio. Que "surpresa’, tdo agradavel, quando sai a "sorte grande" no Gnico
vigésimo que se comprou ...

Vejamos, com outro exemplo, como a surpresa depende da probabilidade.
Suponhamos que o Benfica joga no Estiddio da Luz com o Vilar Formoso F. C.
¢ que aquele perde o jogo! A priori, atribuimos uma grande probabilidade 2
vitoria do Benfica, e com que surpresa ficimos quando o jogo acabou! A proba-
bilidade do Vilar Formoso F. C. ganhar era ... "infima". Quem havia de dizer! Foi
um "escindalo" para os benfiquistas e uma surpresa geral, tio inacreditivel,
mesmo para os apoiantes do Vilar Formoso, porque estes aceitavam de antemao,
que a probabilidade que tinham de ganhar era pequenissima.

A fungdo que traduz a surpresa, ¢ (p), deve ser, portanto, uma funcio
monotonicamente decrescente da probabilidade: quanto menos provavel for a
realizagdo dum acontecimento, maior serd a surpresa, se esse acontecimento se
realizar,
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Se se receberem duas mensagens independentes referentes a acontecimentos
inesperados, a surpresa aumenta; este aumento € dado pela soma das surpresas
contidas em cada uma das mensagens.

A fungdo surpresa satisfaz 4 condicao de aditividade: a surpresa que resulta
da realizacio simultinea de virios acontecimentos, independentes, € a soma das
surpresas que teriamos se cada um deles se realizasse, separadamente.

Por outro lado, se for p,a probabilidade de receber a mensagem j e p, a
probabilidade de receber 2 mensagem k, a probabilidade de receber as duas,
simultaneamente, serd p;x p,, como & evidente, pelo teorema das probabilidades
COmpostas.

Como a surpresa é aditiva, tem-se:

o (p,xp) =0 +¢{@)

e, portanto, esta condicio impde que a fungio de p, seja uma fungao logaritmica
de p,, como se demonstraria de forma aniloga 4 que se usou para O
estabelecimento da férmula de Boltzmann, ou da férmula de Shannon.

Logo, a forma da fungio ¢ (p) &

¢ (p) =-CLog p,

em que C é uma constante positiva, Como 0 < p, 1, a fun¢do ¢ (p) € positiva
e aumenta com 1/p.

Esta expressio corresponde, 4 ideia que se tem sobre a surpresa. Assim, o que
adiante receber uma mensagem (noticia) que € ja completamente esperada? De
facto, a probabilidade, apriori, € 1;logo: ¢ = - CLog 1 =0 e ndo trouxe nenhuma
surpresa.

Quanto menos provével for uma noticia (isto &, quanto mais inesperada for),
maior é a surpresa, ao receber e mensagem. Nestas circunstincias, p, € muito
pequeno, e ¢ = - C Log p, € muito grande.
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3.2. IGNORANCIA E INCERTEZA

O valor expectdvel, ou valor médio duma grandeza g, cuja probabilidade de
realizacdo € p, € a "média pesada" de g definida por:

<g>=Zp, g

No caso da probabilidade ser constante e igual a 1/n, o valor médio &,
simplesmente, a média aritmética. Ora, a probabilidade p, implica uma
"surpresa" ¢ (p_), se se verificar o acontecimento E . Pergunta-se agora: qual serd
o valor expectivel da surpresa para a realizacdo de virios acontecimentos?

De acordo com a defini¢do anterior, o valor médio sera:

<¢(p)>=Zp ¢(p)=-CZp, Logp,

Qual &, de facto, o significado do valor expectavel da surpresa na vida
corrente?

E evidente, que se pode considerar como uma medida da ignordncia em
relagao aos resultados dos ensaios realizados sobre um conjunto de aconteci-
mentos E que se representa por | E ). Logo:

ign[El=—EpiLogpi

A ignordncia refere-se 4 surpresa média sobre os acontecimentos de [ E} e
N3o, apenas, a realizacdo de um s6 deles, e
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Qual é o valor minimo da ignorancia? E evidente que a ignorancia minima se
verifica quando um dos p, é a unidade (p,= D e todos os outros sio zero, o que
equivale a saber a resposta "certa". Portanto:

{ignE} =0

E a ignoridncia mixima? Corresponde 2 situagdo de ndo haver quaisquer
indicacdes preferenciais sobre cada um dos acontecimentos Sdo todos
igualmente provaveis.

A ignordncia total sobre { E } traduz-se, portanto, por uma distribuicio
equitativa das probabilidades das virias respostas possiveis, 0 que equivale a ser
sempre p. = 1/n, qualquer que seja i =1, 2. n.

Suponhamos que, antes da realizagao dum ensaio, as probabilidades sio p,
e que, depois da realizacio dum ensaio, sdo p', =1 e p', = 0, para todos os jzk.

A ignorincia depois da realizacdo do ensaio, em que se fica com a resposta
certa, &:

ign{ E}=0
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3.3. INCERTEZA E INFORMACAO

A exposicao anterior foi deliberadamente subjectiva, porque pretendemos
usar as nogoes usuais e intuitivas de surpresa, de expectacio e de ignorincia.
Aceitando esta versido, pode, interpretar-se ign { £} como uma medida de
incerteza, ou de indeterminacio do estado de conhecimento.

Suponhamos, agora, que se esti num estado de conhecimento a que
corresponde uma distribuicdo de probabilidade p. Depois da realizacio dum
ensaio sobre [ E] o estado de conhecimento variou, assim como variou a lei de
distribuicao da probabilidade, p, que passou a ser a7

Se a incerteza, a priori, era ign { £}, a incerteza 4 posteriori seri ign { E}.
Em geral, quando a incerteza (ignorincia) diminui, aumenta o "conhecimento"
sobre { E}.

Logo, a todo o decréscimo de ignorancia, corresponde um aumento de
informacio sobre { £}.

Define-se informagdo 1 (p/p"), entre os estados de conhecimento caractari-
zados pelas leis de distribuicio de probabilidades p e p', pelo decréscimo de
ignorancia:

I(p/pY =ign{E) -ign'{ E)
=-Zp Logp +Zp Logp),

O maximo de informagao obtém-se quando a ignorincia final for nula (ficou-
-se a "saber tudo" ...) o que equivale a ser py=lep\ =0, paraj=#i

I(p/D=1_ (P =1(p)=-Zp Logp,

que € a férmula de Shannon, que ji se tinha encontrado, por uma via diferente.
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Note-se que pode surgir uma certa confusio, pois, embora 0s concejtos de
ignorincia e de informagao sejam antagonicos, aparecem expressos pela mesma
formulaciao analitica. Ora, esta incoeréncia aparente resultou de ser ign' { £}=0.

Atendendo 3 interpretacio, a grandeza ign { E | pode ser designada por
fungdo entropia, definida pela distribuigao de probabilidade p, sobre o espectro
de acontecimentos, { E }; e podemos representa-la por S(p) ou S(E), ou ainda
H(p) ou H(E), conforme compararmos varias distribuicdes de p sobre o mesmo
espectro, ou considerarmos as entropias de varios espectros Fao mesmo tempo:

H(p) = H(E) = S(p) = S(E) = - £ p, Log p,

Quando se usam logaritmos na base 2, S(p) vem expressa em unidades
chamadas "bit" (contraccdo do binary digit). Um bit de informagao corresponde
a um par de alternativas: sim ou nao; (+) ou (-), com igual probabilidade. Por
ser

lim & Log 6 = 0
6—0

tomaremos:
0Log0=0

A formula de Shannon, como é correntemente utilizada (expressa em bits),
escreve-se, portanto, sob a forma:

H(p) = - Z p, Log, p,, (em bits)

Como esta tacitamente implicito na expressdo anterior, O €emprego doutra
base de logaritmos (maior que 1) implica apenas o uso de unidades diferentes
para mesma grandeza, (ver Apéndice ID).

O emprego de logaritmos naturais (base e) permite simplificar os cdlculos que
envolvem diferenciacdes e integracoes. Em Fisica, por vezes, utiliza-se o factor
k Log 2 vezes a entropia expressa em bits em que k € a constante de Boltzmann.

O problema das unidades ¢ tratado, no Apéndice II.
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3.4. O VALOR DA CONSTANTE DE BOLTZMANN

Suponhamos uma particula confinada a um volume V. A densidade de
probabilidade de presenca da particula em V & p (x), de modo que:

p ) = { 1/V - dentro do volume
0 - fora do volume

e, tal que, | p &) dx =1, por definigﬁo.-
A incerteza; sera dada por:
H=-k[1/V. Log 1/V. dx

Como V = const., vem:
H=-k.1/V.Log 1/V.V =k LogV

Suponhamos agora que o volume acessivel i particula aumenta para
VI(V'>V). A densidade de probabilidade passa a ser p'(x) =1/V'eaincerteza sera:

H' = kLogV'
Como H'> H, perdemos a quantidade de informacio, I:

I=H-H =k LogV/V'
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Analisemos agora o problema da variagao da entropia, a Clausius. Admitindo
que a transformagdo € isotérmica, a variagdo da entropia para um mole de gds
ideal & dada por:

A 'S = RLogV/V'
Logo, a variagdo da entropia, por molécula seré:
8 S =R/N, . LogV/V'

em que N, é o niimero de Avogadro.

Se as duas concepgdes sio equivalentes, entdo 8 S=1, eo valor da constante
de Boltzmann, k, é dado por:

k =R/N

A

como indicimos anteriormente.
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4 O SENTIDO FISICO DA DUALIDADE ENTROPIA E
INFORMACAO

No § 3.3. da I PARTE referiu-se, com alguma antecipacdo, que uma das
versdes da formula de Boltzmann coincidia com a férmula de Shannon.

Por intuigdo e "ciéncia certa" Von Newmann, como vimos na citacdo de aber-
tura, "esclareceu" Shannon, quando lhe apontou o nome de entropia para desi-
gnar a falta de informagado, Justifica-se, ainda, que a grandeza H se designe por
entropia, visto que a férmula de Shannon se reduz i férmula célebre de
Boltzmann.

De facto, se for p, =p, = ... = p_=1/W, designando por W o peso estatistico,
ou a probabilidade termodinimica, de um dado macroestado (ntmero total de
microestados que realizou esse macroestado) vem:

H=-X.1/W. Log 1/W = CLogW = S(W)

Consideremos agora o problema inverso, isto &, vejamos como a aplicagdo
dos conceitos da Teoria da Informacio e do postulado da equiprobabilidade dos
microestados, conduz 3 férmula de Boltzmann.

Com efeito, vamos considerar o espectro { £} dos W microestados, ou das W
complexoes, que realizam o estado macroscopico de equilibrio do sistema
termodindmico. Nio temos razdes para aceitar que haja uns microestados "mais
privilegiados" do que outros: todos os microestados sio igualmente proviveis.
Portanto a ignordncia sobre o sistema é mdxima.

Se se pretende saber o "microestado" que, num certo instante, realiza o estado
do sistema, tem que se proceder a medi¢des cujos resultados constituem
mensagens, que contém informacio. Se as medicées mostram que o sistema estd
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no microestado E, a informagdo parcelar, obtida com a medi¢do, seria a
diminuicio da surpresa, i. €. - ¢ Log p (E) em que p (E) seria a probabilidade
do estado E..

O valor médio da informacio parcelar, obtida em virias medicdes seria de
acordo com a férmula de Shannon:

<¢>=Xpo(p)=-CZpLogp,

Mas, p, = 1/W, visto que 0 estado de equilibrio se realiza de W maneiras
diferentes. Substituindo na férmula de Shannon, obtemos o maximo de falta de
informacado do sistema:

H=-CX1/W lLog1/W=CZ1/W.LogW=CLogW

Como W representa o nimero de microestados que realizam o macroestado,
e como todos os microestados sdo igualmente provéveis &:

H=C/K.S

Portanto, a informagdo média necessétia para definir um sistema € propor-
cional A entropia do.sistema.

Quanto menos soubermos sobre um sistema, ou quanto mais nUMErosos
forem os microestados em que o estado do sistema se possa realizar, major €2
incerteza ou a entropia. As grandezas representadas pelos simbolos S ¢ H, ainda
que parecam de natureza diferente, t€m expressoes formais analogas:

S = kLogW

H = C LogW

e, de facto, temos que admitir que as grandezas sao, essencialmente, idénticas.

Se o estado dum sistema pode ser realizado por um nimero muito elevado
de complexdes, diremos que o estado tem uma grande probabilidade, com uma
desorganizacio muito elevada (caos), enquanto que um sisterna cujo estado €
realizado apenas por poucas distribuigdes, estd num estado de menor desorgani-
zacio, menos cadtico e de menor entropia. Logo, a nossa igonorincia, ou a nossd
falta de informacio, sobre a distribui¢do que realiza o estado do sistema, € maiof

|
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para o estado de entropia mais elevada (hd mais distribuicdes possiveis de
microestados), do que para estados de entropia mais baixa (sio poucas as
complexdes possiveis). A um aumento de entropia corresponde um decréscimo
de informagdo sobre a distribui¢io microscépica de um sistema,

A entropia e a informagdo devem ser consideradas como dois aspectos
diferentes da mesma entidade, ou na célebre expressdo de Bohr, constituem
"duas faces complementares da mesma realidade fisica". Assim, quando a
entropia dum sistema aumenta, a informacgio sobre a sua estrutura microscopica
diminui e inversamente. Por outro lado, a0 minimo da entropia (§=0) corres-
ponde, pelo contririo, 4 informacdo mais completa possivel.

A face "entropia" e a face "informacdo" excluem-se e completam-se mu-
tuamente, como se se tratasse das faces duma mesma moeda. Pode, no entanto,
ser mais comodo ter duas grandezas que variem no mesmo sentido, do que duas
grandezas a variar em sentido oposto. Basta inverter o sinal e uma delas. Foi o
que sugeriu Brillouin (1956) introduzindo a entropia negativa - S a que chamou
"neguentropia. Nestas condi¢des, num processo natural a neguentropia de-
cresce sempre.

Vamos partir da férmula de Boltzmann,

S=kLogW

Suponhamos que W passa dum valor inicial, W, para outro valor menor, W..
Entdo a incerteza diminui. Se se definir a grandeza I, pela diferenca § - S, tem-
-se

I, =5,-8 =k Log (W/W)

Mas se o sistema for deixado a si préprio, a entropia numa transformacio
espontdnea nio pode nunca diminuir, A S, > 0. Da definicdo de I, vem:

AS =(S,-5)20

Se se introduzir a neguentropia N = -S, aquela desigualdade pode escrever-
-se:

A(II+NO)SO

ou seja: a soma da neguentropia com a informagdo, ou se mantém constante
(transformacio reversivel), ou decresce.
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Mas, poderia também, introduzir-se o neologismo neguinformagdo. De
facto, f (p), designa a falta de informagdo, antes da resolucdo dum problema (ou
da realizacio de um ensaio), ou, o que, € 0 mesmo, a informacio que se obtém
depois da resolugio do problema, (ou da efectivagao do ensaio). Neguinfor-
magdo, coincidiria afinal com a ignordncia, ou coma falta de informagdo. Num
sistema isolado a entropia e a neguinformacdo tendem, num processo natural,
para um certo valor mdximo.

A dualidade entropia - informagdo nio faz sendo traduzir a mesma realidade
fisica: a entropia &€ uma grandeza que define o estado macroscopico de um
sistema na concepgio fenomenoldgica, enquanto a informagao € uma grandeza
que define o estado de um sistema a partir do conhecimento da complexdo
microscopica, que realiza esse estado.

Desde que o estado de desordem molecular dum sistema aumente, a sua
entropia cresce, enquanto a informacio sobre o estado microscopico do sistema
diminui. Se, pelo contririo, o sistema evolui para estados mais ordenados (o
sistema nao pode ser entdo isolado) a sua entropia diminui e 2 informacio sobre
o seu estado macroscopico do sistema aumenta. Esta dualidade para um mesmo
sistema afigura-se, pois, incontestivel e pode demonstrar-se que corresponde
a uma dualidade formal matematica que permite estabelecer a conexao, em
termos quantitativos, entre Teoria da Informacio e a Termodindmica.
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5. A CONEXAO ENTRE A TEORIA DA INFORMACAO E A
TERMODINAMICA

5.1. FORMALISMO DE JAYNES. FUNDAMENTO DO METODO DA ENTROPIA
MAXIMA

A solugdo do deménio de Maxwell, de que trataremos mais tarde, e a sua
exorcizacdo por Brillouin, recorrendo 4 Teoria da Informacio, veio reforcar a
ideia de que os problemas da Termodindmica deveriam ser encarados sob uma
nova perspectiva.

A dualidade entropia - informagao, pode ser explorada no sentido de tomar
4 Teoria da Informacgéo como a base légica para a "construcio" de toda uma
teoria da Termodindmica Cldssica e da Termodinimica Estatistica, E.T. Jaynes em
1957, foi mesmo mais longe, ao partir do pressuposto de que as ideias da Teoria
da Informagio sio mais fundamentais do que as da Temodindmica, porque toda
a Mecénica Estatistica se pode enquadrar naquela teoria. Uma vez obtidas as
expressOes analiticas da Mecinica Estatistica, podem derivar-se, como se sabe,
a leis da Termodindmica.

Os fundamentos do formalismo de Jaynes partem de certas afirmacdes de
caracter intuitivo e, muito gerais, feitas sobre a natureza da distribuicdo das
probabilidades que maximiza a informacio (entropia) sobre o estado dum
sistema. Assim dizia Jaynes em 1957:

"... in making inferences on the basis of parcial information we must use that
probability distribution which has maximun entropy subject to whatever is
known. This is the only unbiased assignment we can make; to use any other
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would amount to arbitrary assumption for information which by hypothesis we
do not have",

Devido a dificuldades de ordem pritica e, até, de natureza essencial, para
fazer o estudo do comportamento dum sistema, tem que recorrer-se a métodos
de inferéncia estatistica.

Por vezes, possui-se uma informacdo acerca de um sistema, que permite
atribuir uma certa probabilidade a cada um dos virios estados que lhe sig
acessiveis. No entanto, nem sempre se verificam estas condicdes. Toda a
informacio que se tem acerca dum sistema é dada sob a forma de valores médios
de propriedades observiveis, que o caracterizam macroscopicamente e do
ponto de vista fenomenolbgico.

Entdo, designemos por p, a probabilidade dum microestado i e seja R uma
propriedade que serve para identificar o estado do sistema que toma o valor R
no estado i. Suponhamos que se conhecem os valores expectiveis de R, que
representamos por < R > =1, que se supde reproduzirem a "verdade" obtida
pela experiéncia, através dos valores observiveis. Consideremos agora uma
propriedade genérica do sistema, g (R), de que s6 € conhecido o valor médio
dessa propriedade, que passamos a representar sistematicamente, por < g_>,

Tem-se entdo designando por p, a probabilidade de estado i:

Lp =1

IpgR)=<g> emquer=12..17

Designando por /o nimero de graus de liberdade do sistema (variincia do
sistema), vé-se que se dispoe de (A1) equagbes, cujo nimero €, em geral,
batante inferior 20 nlimero de incégnitas p,. Logo, o sistema anterior ndo permite
determinar os p,. Do ponto de vista deterministico o problema nio tem solugio
e, pelo contririo, é indeterminado.

Temos, portanto, que atribuir a distribui¢io da probabilidade p, estimativas
plausiveis, verosimeis, coerentes e o "melhor" possivel. Para isso, tem que
utilizar-se um critério de escolha das infinitas hipteses possiveis.

No estudo estatistico dum sistema deve usar-se somente a informacio que de
facto se possui e nio se deve tirar partido de informacdo que se pensa, ou qué
se julga ter e que, ndo é dada! '

Parece, portanto, razoavel, escolher para valores das probabilidades p,
aqueles que maximizem a incerteza (entropia) e que sejam, 20 mesmo tempo,
consistentes com o conhecimento parcelar que se tem acerca do sistema
(propriedades médias < g >).
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De todos os valores p,, que possam "dizer toda a verdade", aquele que implica
a informag¢do minima, e que, portanto, corresponde ao que di o méximo de falta
de informacdo, € o que se afigura menos viciado e o mais préximo de conter s6
"a verdade". Por isso "atribuimos ao sistema o valor de p que reproduz toda a
informagao disponivel e que, para sermos isentos, corresponde ao maximo de
falta de informacio". (Jaynes, 1958).

Procedendo assim, fica-se com a garantia de que, se for recebida uma
mensagem referente ao estado do sistema, o ganho de informacio (decréscimo
de incerteza) contida nessa mensagem é maximo. Parte-se da posi¢do mais
desfavoravel e menos "optimista” e de "maior humildade", o que elimina o uso
de informagdo viciada. A lei de distribuicio de p, satisfaz a certas condi¢Ges, mas
ndo se sabe bem qual é. E pretende escolher-se a mais isenta de entre todas as
distribui¢des possiveis. A distribuicio mais razoavel no estado de ignorincia em
que nos encontramos serd aquela que corresponde ao miximo da nossa
incerteza, sem quaisquer ideias preconcebidas.

A solugdo do problema, segundo Jaynes pode pér-se assim:

A distribuicdo de probabilidades p, mais isenta e menos viciada, é a que .
maximiza a incerteza H (entropia S), e que é consistente com a informagdo certa
disponivel sobre o sistema.

Hé portanto que maximizar a fungio

3 == -k E B Tegp,

sujeita aos constrangimentos:
a)Xp =1 ou Zdp =0 [-Q+D]
b)Zp g ®R)=<g > ou Zg R)dp =0 [(A)]

Trata-se, portanto, de resolver um problema de miximos condicionados, cuja
solugdo se pode obter pelo método dos multiplicadores de Lagrange aplicados
as condigoes a) e b), que representaremos, respectivamente, por - (Q + 1) e por
A. Toma-se - (Q+ 1) e nio Q, por comodidade de cilculo.

Tem-se entdo, seguindo a metodologia habitual:

Zllogp +1-Q-1+XZX g (R)ldp, =0
donde se conclui que:
Logp,=Q-ZA g (R)

visto que dp, é diferente de zero.
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Logo, a lei de distribuigio de probabilidade no formalismo de Jaynes (MEM),
& dada por:

p,=exp (@ -Z) g R)

Note-se que este tipo de solugio (fun¢io exponencial) satisfaz automati-
camente a condigdo de ser: p, 2 0

A fungio de probabilidade vem assim expressa em termos dos pardmetros
indeterminados de Lagrange (e A) que, por sua vez, satisfazem aos constrangi-
mentos. Logo, por ser:

Zp=1
vem:

Q=-LogZexpl-ZA g R)]
expressdo que mostra que Q e A_nio sio independentes.

Podiamos aqui introduzir uma funcio de particio, Z, constituida pelo
argumento do logaritmo, como se fez anteriormente, mas preferimos continuar
a escrever as expressoes de forma explicita. De facto, € mais ficil, desta forma,
por em destaque as relagdes entre os pardmetros de Lagrange e, por exemplo,

mostrar que o parimetro indeterminado Q é uma funcdo dos outros factores’
indeterminados, isto &, que:

Q=Q(A)
As outras condi¢des impoem que
<g>=Zpg R)VZp =
=Zexp[Q-Zh g ®)]-g R)Zexph g R)=
=e/eZlexp(-ZA g ®R)Ig R)VZexpl-ZAh g ®R)]=
=dQ/dA

isto é:

<g>=0dQ/d\
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0 que mostra que: o valor expectdvel da grandezag é a derivada deQ) em ordem
a\; ou, ainda que, "o observdvel < 8, > é conjugado deh_em Q. (*)

Ve]amos agora, a varidncia da grandeza g (R), que constitui uma medida
da flutuacio desta grandeza. Como se sabe, a variincia é dada por:

Gz(gr)=<gr2>-<gr>2

Tem-se entio;

0’ (g)=Zpg?-<g > =
=Zg.exp(Q-ZA g)/Zexp(Q-ZA g)-

-[g;exp (Q-ZX g)/Zexp (Q-ZA g)]2=

It

-[9/0% . Zg exp(Q-ZA g)/Zexp(Q-Zh g)]=

[

2Q /922

O que mostra que a varidncia de g,é dadapela segunda derivada deQ em ordem
ah.

Suponhamos que se quer calcular a componente média do gradiente de uma
grandeza genérica, que sendo funcio de R, se supde ainda ser funcio duma
varidvel qualquer Y. Tem-se, entio:

0Q/dY= 1/Zexp..xZexp..x(A.0g/0Y)=A<dg/dY>
ou seja:
<dg /dY>=1/A.0Q/3Y
Esta expressdo mostra que o gradiente da propriedade genérica, a menos do

inverso do seu pardmetro indeterminado associado, se reduz sempre ao gradi-
ente de uma tnica grandeza, que é o pardmetro Q.

(*) Diz-se que a varidvel x & conjugada de y em u quando x = %
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5.2. RELACAO ENTRE GRANDEZAS Q (A, Ay. \) E S (r, 7, 1)

Dualidade formal

Vamos mostrar que as grandezas Q e S (ou H) sdo transformadas de Legendre.
Em vez da grandeza genérica, g_(R), passaremos a utilizar a propria grandeza
R que tinhamos escolhido para caracterizar o estado do sistema.

Vimos que:

a)p=exp(Q-ZAR) (D
B)Q A, Ay A) = -Log Texp[- EA R ] @)
QdQ/aN=r i=1..n) 3

onde 1, € o valor expectdvel, observivel de R,
Daqui podemos tirar o valor de A, que substituido em (2), conduz a um valor
numérico de e que, portanto, permite determinar P
d) Com o valor de p pode calcular-se, a incerteza ou a entropia S (ou H):
H=S=-k<Llogp>=-k<Q-ZALR>-=
=-kQ+XkAr 4

visto que

<Q>=Q e <R >=r
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e) Por outro lado,

dH=dS=-kZ@Q/dA -r)dA +kZ) dr

ou seja

dH =k Z A dr, 6))
e portanto:

dH/dr=0S/0dr, =k} ®

o que mostra que as varidveis A, sdo conjugadas das grandezas r, em H (ouem
S), a menos duma constante k.

f) A comparagio de (3) com (6) mostra imediatamente a existéncia duma
dualidade entre grandezas Q e A, por um lado, e entre a grandeza H (ou S) e
I, por outro.

2) A expressio (4) pode escrever-se:

H=-kQ+kZA.0Q/dA\ )
ou |

kQ=-H+Zr.0H/Odr, ®

o que mostra que H (ou S) e sdo transformadas de Legendre, a menos de uma
constante, isto & '

Q=¥ )]

H=S=¥4Q (10)

A grandeza € é, portanto, uma funcdo de Massieu, isto é, uma transformada
de Legendre no esquema de entropia.

h) Os restantes parimetros indeterminados, A, ... A, sdo, por sua Vel
grandezas intensivas e coincidem com as varidveis intensivas no esquema S d
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d8s " b A :
X Convém relembrar que as varidveis intensivas no esquema

i

entropia, IT =

da entropia I1, estdo relacionadas com as varidveis intensivas no esquemas da

U

_U
X

m=( 5 ) (5)/(5)=2/1 v

em que T designa a temperatura absoluta, X uma propriedade extensiva (aditiva)
do sistema e P, os pardmetros intensivos no esquema da energia (P, =4 Uio X).

energia P = pelas relacdes

Consideremos a titulo de exemplo um sistema termodindmico aberto. Os G o
que conhecemos s30 a energia interna U, e o ntmero de moles das virias
espécies quimicas que constituem o sistema e que designaremos por n,n,
Entdo, tem-se para a expressio que da a distribuicio das probab1l1dades

p,=exp(-Q-BU-Zon) (12)
Seguindo uma via andloga a anterior conclui-se, portanto, que:
H=S8=§8(U,n,n,n) (13)

Ora, esta expressdo constitui a relagdo fundamental do sistema no esguema
da entropia. Na forma explicita, como se depreende da expressio (4), pode
escrever-se:

H=5=kQ+kP<U>+ka <n >

tko, <o >+ka <n >+.. a4

que €, afinal, um caso particular da expressio (4).
A andlise das expressoes (3) e (6) mostra imediatamente que a grandeza ¥
€ conjugada de ), em Q; e que A, é conjugada de r.emH.
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As expressoes (3) e (6) sdo duais, visto que

H =%()
Ly

Q = (H)
7l"1 7\"2

Estamos, portanto, em face duma dualidade formal, que complementa e
consubstancia a dualidade qualitativa referida no paragrafo anterior.
Por ser:

S=H=-kQ+EZkky
tem-se, para a parcela k A, r, seguinte expressao:
kA r=H+kQ-ZkAr=S-k(-Q+ZAr)
o que demonstra que é também uma fun¢io de Massieu.

Como se sabe da Termodindmica Cldssica, estamos em face duma dualidade
homénima maximizante (principio de mixima da entropia dS < 0).
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5.3. SIGNIFICADO FISICO DOS PARAMETROS DE LAGRANGE, QE ),

Consideremos um sistema termodinimico aberto.

Entao Q serd uma fungio dos outros multiplicadores indeterminados Ay,
que agora designaremos respectivamente por B, o, 0,0 .. edoutras quaISquer
possiveis varidveis extensivas, passivas:

Q=Q@ o,0,0 .. x,..x) (D

Por outro lado, viu-se que se tem sucessivamente:

<U>=9dQ/9dB )]
<n,>=90Q/da, (3)
oc(U)=-02Q /9P (4)
0’ (n)=0"Q/da? &)

Da expressdo (1) vem por diferenciacio:
dQ=8Q/BB.dB+BQ/8aa.doca+BQ/aocb.docb+...+
+ZdQ/9X. dX,

| ou, atendendo aos significados das derivadas:

dQ=-<U>dB-<n, >da -<n >do + ...
+BI<P>dX (6)



116
Se substituirmos esta expressio na forma diferencial da entropia vem:
ds=kBp<dU>+ko d<n>+..+kBZ<P>dX (7

Esta seria a expressio que da a variagdo da entropia do sistema aberto,
resultante de variacdes da energia, da massa, € de outros pardmetros exteriores.

A integracdo deste pfaffiano (7) conduzird entdoa expressdo da entropia para
o sistema termodinimico aberto, isto &:

S=kB<U>+kC('a<na>+kab<nb>+kac<nc>+"'+
+kBI<P>X ®
que & a conhecida férmula de Eulere que, afinal, constitui a forma explicita
da relagdo fundamental (13) do pardgrafo anterior.

Da inspecgio das expressoes (1) a (8) conclui-se imediatamente, tendo em
vista a relacdo (11) do parigrafo anterior, que:

B=1/kT ©)
é que

o, =- L/KT o
em que

p=0<U>/dn, an

¢ o potencial quimico do constituinte ¢ do sistema. Finalmente, o pardmetro
indeterminado de Lagrange Q €, afinal, o grande potencial canénico, e que se
reduz a:

Q=-BI<P>X : 12)

Para qualquer outra propriedade extensiva do sistema termodindmico, tinha-
-se ainda, como se viu anteriormente, a0 ratarmos do caso geral:

<P, >=1/p.0Q/dX (13)
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Para um mole de um gis ideal, com <N + > moléculas, 4 temperatura T, 3
pressdo P e ocupando o volume < V >, &:

[3=1/kT=<NA>/P<V>=<NA>/RT 14
O que confirma que a constante de Boltzmann, k, é dada por
k =R/N, = 1,37 x 10" erg/k = 1,37 x 102 J/k (15)
em que R € a constante dos gases ideais e N, o nGmero de Avogadro.
A expressdo (12) reduz-se neste caso a
Q=BPV (16)

admitindo que as Gnicas forcas externas que actuam sdo as que resultam da
pressio P.

Ja se tinha mostrado que o pardmetro indeterminado Q & sempre um
potencial termodindmico no esquema da entropia, que se designa gene-
ricamente por fun¢do de Massieu. No caso anterior Q seria o grande potencial
candnico.

Quanto aos pardmetros A, viu-se que sio parimetros intensivos conjugados
de < g, > em (). Coincidem, portanto, com os pardmetros intensivos l'Ij do
esquema da entropia S, relacionados com os parimetros intensivos P, do
esquema U, pelas relagdes IT, = P/T em que T designa a temperatura.

No caso do exemplo presente o parimetro A associado 3 grandeza < U > ¢,
afinal, o célebre parimetro B = 1/kT que figura na lei da distribuicdo de
probabilidade de Boltzmann.

Os outros pardmetros A, ... estdo afinal relacionados com os potenciais
quimicos {. No caso dum sistema com um componente apenas (substincia
pura) seria:

B, = =G/T
em que G € o potencial de Gibbs, dado por:

G=U+PV-TS = £ (U)

Como se sabe na "difusdo" do calor este transita de regides em que B é menor
para regides em que B é maior.
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Se falarmos da difusdo da matéria veriamos que esta s¢ daria das regides em
que o € menor para regides em que o € maior. Analogamente ao que sucede
com -B que se pode considerar como a medida termodindmica para a difusdo
da energia, assim também -0, pode ser tomado como uma medida da tendéncia
das particulas dum determinado tipo ¢ se escaparem (difundirem) da regido em
que se encontram para outra com valor mais elevado de o.
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6. O DEMONIO DE MAXWELL E A TEORIA DA INFORMACAO
6.1. O DEMONIO DE MAXWELL E O SEGUNDO PRINCIPIO

O Segundo Principio Fundamental da Termodinimica é muito mais subtil do
que o Primeiro. Logo que aquele foi enunciado, apareceram varias versdes, mas
pior ainda, foram surgindo reparos 4 sua esséncia e invocadas varias limitagdes
(aparentes). De entre todas estas destaca-se, pela sua persisténcia e pela sua
agudeza, a questio levantada por Maxwell (1871).

Com efeito, Maxwell concebeu um mecanismo, segundo o qual um sistema
isolado, a uma dada temperatura, poderia evoluir e conduzir a uma diferen-
ciacdo de temperatura, o que constituia uma violacdo flagrante do Segundo
Principio. Deste modo se constituiria assim uma maquina perpétua de segunda
espécie, permitindo obter trabalho de um Gnico reservatério, que, inicialmente,
estava a uma temperatura uniforme. '

Imaginemos, como sugeriu Maxwell, um recinto isolado separado em dois
compartimentos, A e B, por meio duma particio, e que estavam cheios de um
gds, a igual temperatura. Ora, a teoria cinética inidicava que algumas das
moléculas se movem mais rapidamente que outras, mas a energia cinética média
por molécula é a mesma nos dois compartimentos, porque estio i mesma
temperatura (Fig. 7).

Maxweil discutia o que poderia acontecer se houvesse uma portinhola na
parti¢do, comandada por um pequeno ser inteligente, sagaz, suficientemente
igil para abrir e fechar a porta, sem dispéndio de energia e com extrema rapidez,
tapaz de seguir cada uma das moléculas no seu movimento e, ainda, de as
identificar,

Este ser era o célebre "demdnio de Maxwell'. O deménio permitia a passagem
{das moléculas mais rapidas do compartimento A, que se aproximassem da porta,
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para o compartimento B, enquanto que as moléculas mais lentas, deste compar-
timento, eram autorizadas a passar para 0 compartimento A. O demoénio era um
iser prodigioso e notabilissimo", ao ser capaz de fazer esta selecgao em dois
grupos de moléculas, uma das mais rapidas dum lado da parti¢do e outro, o das
lentas, do outro lado, o que, tendo em vista o significado, 4 luz da Teoria Cinética
da temperatura, equivale a estabelecer uma diferenca de temperatura entre €les.

=
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Fig. 7 - O Deménio de Maxwell.

Para proceder 2 selecgdo, o demonio so tinha que deixar correr o tempo ...
e aguardar!

Ora, esta situacio final constituiria uma violagao do Segundo Principio Fun-
damental da Termodinamica, porque implicava umatransferéncia de calorpara
a regido de temperatura mais elevada.

Além disso, o deménio, ao fazer a selecgdo, teria posto "ordem" na desordem
inicial o que levaria a diminui¢do da entropia no recinto global. Nio podia haver
violacdo mais flagrante do Segundo Principio, que no seu enunciado comum
dizia: "num sistema isolado a entropia s6 pode aumentar, atingindo o valor
mdximo no equilibrio”.
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O problema do deménio de Maxwell foi debatido durante quase um século
e houve virias tentativas de "exorcizacdo", as quais foram em vio, até surgir a
Teoria da Informacio.

Notaremos que, com o seu demoénio, Maxwell pretendia acentuar que a
transferéncia de energia dum corpo mais frio para um corpo mais quente pode
dar-se, constantemente, mas em escala muito limitada. O Segundo Principio tem
um valor estatistico e pode nio ser vilido 2 escala microscépica e com pequenas
populagdes. (Ver exemplos da I Parte)

A hipétese de Maxwell relativa s capacidades do deménio (o mais favoraveis
possivel) ndo € assim tio pacifica, ao admitir um mecanismo que fizesse actuar
a portinhola, a bel prazer, sem qualquer dispéndio de energia.
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6.2. A EXORCIZACAO DO DEMONIO DE MAXWELL

S0, mais recentemente, Léon Brillouin (1956) deu a resposta fundamental ao
paradoxo de Maxwell, ao por a seguinte questio fundamental: Serd possivel "ver”
cada uma das moléculas, individualmente?

Quando o demdnio olha para qualquer lado do sistema isolado, a tempera-

tura constante, a uniformidade da radia¢io térmica predominante, nio lhe deixa
'ver" nada. Quanto muito, a uniformidade no interior do gas poderia permitir ao
demdnio aperceber-se da existéncia da radiagio térmica dum COrpo negro, em
equilibrio, e das suas flutuacSes, mas nunca ver e distinguir as moléculas,
individulmente. .
Somos levados a concluir que o deménio necessita de uma fonte propria de
energia (uma "candeia") para romper o equilibrio (uniformidade) da radiaciono
interior do sistema, que o vai "fluminar" e permitir ver e distinguir, assim as
moléculas. Esta fonte de radiagdo nido pode ficar em equilibrio com o sistema.
E a energia, que a "candeia" do deménio langa no interior do sistema, que lhe
fornece a informacio necessiria para ele poder actuar a vilvula, separando as
moléculas de maiores velocidades, das de velocidades menores, COmo vamos
mostrar. ’

Como o funcionamento desta fonte pressupde consumo de energia, a
\ctividade do demonio nio € gratuita, ao contririo do que admitia Maxwell. Se
\dividirmos a energia radiante emitida, pela temperatura da "tocha" do deménio,
determinamos uma grandeza, que € a entropia langada no sistema, e que
designhamos por neguentropia. £ esta neguentropia que poderia permitir ao
demonio obter informagcio sobre a velocidade e a posicdo das moléculas.
| Segundo a Teoria da Informagio, o papel do deménio consiste em transfor-
mar a informagdo em "entropia negativa". Pode, no entanto, mostrar-se que o
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aumento global de entropia € superior ao decréscimo que o deménio pode
originar com a sua actuagio. Afinal, para o sistema global: gis - demonio -
"candeia", verificar-se-a aumento liquido de entropia, tal como exige o Segundo
Principio Fundamental da Termodindmica,

A neguentropia mede a qualidade da energia. Um sistema contém neguen-
tropia quando tem a possibilidade de realizar trabalho. Sistemas que tenham
uma distribui¢cio nio uniforme de pressdo, ou de temperatura ou de concen-
tracdo, ou de potencial eléctrico, podem realizar trabalho e, portanto, contém
uma certa quantidade de energia disponivel, que nesta concepgao € propor-
cional 4 neguentropia.

Devemos ainda acentuar que a Teoria da Informagdo impde limites nas
observacdes e nas medi¢des, descontando mesmo aqueles, que sio inevitaveis,
pelo principio de incerteza de Heisenberg (a posicio e a velocidade duma
molécula nio podem ser, simultaneamente, determinadas com precisao ilimi-
tada)*. Em média, o aumento de entropia € superior 2 informagao obtida.

Suponhamos que o deménio, mesmo sem ver as moléculas a distancia, as
pode detectar por intermédio de um dispositivo sensivel aos campos de forca
moleculares. Como sabemos, estes campos variam na razio inversa do quadrado

da distancia. Ora, para que a abertura da valvula se possa fazer, sem trabalho, |

é necessério que sobre ela nio actuem forgas, o que se torna manifestamente |

impossivel neste processo, porque logo que o "demonio" selecciona uma
molécula, ele e a vélvula ficam também sob a acc¢do do campo de forgas
moleculares.

Voltemos 4 neguentropia

Segundo Brillouin, para que o raparo proposto por Maxwell tenha sentido,
é necessirio admitir que o "deménio" se informe da posi¢do e da velocidade das
moléculas, quando estas se encontram suficientemente distantes da vilvula,
visto que, s6 nestas condigdes, se pode esperar que a ac¢ao dos campos de forca
seja desprezivel. Ora, tal operagio requer, como vimos, o emprego de fonte de
radiacio auxiliar, consideravelmente diferente da radiacdo de fundo. Por isso,
o "demoénio” tem que munir-se de um dispositivo qualquer: bateria lampada
eléctrica, "candeia”, etc., que forneca a radiacdo indispensavel para "ifluminar" as
moléculas. Todavia, quaisquer destes dispositivos passam a fazer parte inte-
grante do sistema isolado, cuja entropia o "deménio” pretendia diminuir.

* Por exemplo, para determinar a posi¢io duma molécula num gés, com grande precisio, seria necessario um
feixe de radiacio de alta energia. A interacgdo desta luz com a molécula alteraria a sua quantidade de
movimento, de forma significativa. Logo, a posi¢do e a quantidade de movimento nio se podem determinar
simultaneamente com precisio ilimitada.
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Tudo se passa como se a radiagdo da "tocha" fornecesse ao sistema entropia
negativa, ou neguentropia. Logo, quando o deménio "ilumina" o sistera inunda-
0 com neguentropia e € desta neguentropia que o deménio obtém informacio.
Com esta informagio opera a vilvula, origina diferencas de temperatura, com
a separacdo das moléculas, e cria, portanto, 4 sua conta, neguentropia (ordem),
completando um ciclo. Este ciclo de operacdes comporta sucessivamente um
fornecimento de neguentropia (pela radia¢io estranha) uma transformacio

desta em informacio e finalmente a transformacdo inversa (com a separacio).
(Fig. 8)

—*Neguentropia ===p=Informacso

\Fig. 8- Exorcizagdo do Deménio de Maxwell. Nao se pode obter coisa alguma apartir do nada,
’,nem mesmo uma observagdo!

|
|
|

A neguentropia assim produzida, ¢ inferior 4 que foi fornecida ao sistema,
afinal de acordo com o Segundo Principio.

. Neguentropia é, como se v&, um conceito muito global que, fundamen-
almente, se identifica com ganho de informacio, ordenamento, etc. Devemos
@inda insistir no facto da emissdo, da transmissio e de recepcdo exigirem,
sempre, dispéndio de energia.

. Informagio, tal como entropia, estd associada 2 energia.

A entropia surge, umas vezes, como um conceito subjectivo, constituindo

uma medida da nossa ignorincia, outras vezes sob a forma objectiva, como
Acontece na concepgdo da Termodinimica Classica, 3 Clausius.
i Brillouin mostrou que qualquer informacio, resultante duma observagio de
natureza fisica, por exemplo, se paga com um aumento da entropia do
aboratério. Este aumento de entropia, em meédia, é superior 4 informacio
\fobtida, quando medidas no mesmo sistema de unidades. Esta condigdo impde,
Dortanto, uma nova limitagdo as possibilidades da observagdo. Um observador
jualquer (fisico, poeta, ecélogo) requer fontes de neguentropia, porque cada
observacdo € feita i custa de neguentropia do seu universo complementar.
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| 7. BALANCO ENERGETICO DA COMPUTACAO. LIMITE
. COMPUTACIONAL

Os computadores sio maquinas que, mediante a aceitacio de linguagem,
geram informagio, para o que tém que consumir energia.
| Anecessidade em energia para se obter aquela informacio poderi indagar-
| -se escrutinando o processo mais simples para realizar cilculo. Em 1982, Toffolli
| concebeu um computador em que, em vez de utilizar os estados quénticos de
| electroes, o cilculo era realizado com bolas de bilhar. Por bolas de bilhar quer
significar-se bolas completamente rigidas, A preseng¢a num determinado local de
' uma bola de bilhar corresponde no alfabeto binario 4, digamos, letra 1, a sua
' auséncia corresponde 2 letra 0. :
Nestas condigdes, colisdes entre bolas rigidas sobre um plano servem para
procedeg a calculo. Os morneg_gos P e as posigbes q sdo sempre obtidos com
Erros lAp‘ =Ap, = Ap, e |Aql = Aq, = Aq, que consideramos iguais para
simplificacio do manuseamento do cilculo.
Se no computador de Toffolli houver N bolas o erro, V_, no estabelecimento
da posi¢ao do computador no espaco das fases é dado por:

N
v, =TT [Apj|2 |Aqj]? = ap Agy ¢

De acordo com o principio de incerteza de Heisenberg, no minimo, para
cada bola a imprecisdo no posicionamento, no espaco das fases, seri:

(Ap AQ) =h (2)
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em que h é a constante de Planck. Entdo, a entropia termodinimica, S, criada
por acumulagdo de todas as N bolas no computador € dada por:

S =k log (V_/ h*)
=2N k log (Ap Aq / h) 3

em que k éa constante de Boltzmann. Ou seja, a medida que otempo passa,
as colisdes encarregam-se de aumentar 0 €rro quer dos momentos quer das
posicdes e, a quantidade de informagdo, a desordem aumentard inevitavel-

mente.
De facto, por cada colisdo. o acréscimo do erro no dngulo e saida A¢' €, em

primeira aproximagio, dado por:
AP =A0 A+ I/D €9

em que / é o livre percurso médio e r o raio de cada bola rigida. O erro acumulado
na posicio do sistema no espago das fases apds n colisdes € de:

Vv, =V, I a+4/0 5)

Na hipotese mais favoravel /= r o que significa que nestas condi¢oes, no
calculo, por cada passo executado no computador, por cada bit de informacao
obtido, a entropia termodindmica nunca serd inferior a:

Smin = k log 2 )

O que implica um balango entre informagao € energia (ndo tendo em conta
a agitagdio térmica que 4 temperatura T introduziria um factor de kT na dltima
equacio) traduzido na troca de 1 bit de energia por 1 bit de informacgao.

Esta equivaléncia impde um limite para a capacidade de cilculo de um |

computador.
Consideremos um computador de massa, m. O miximo de energia possivel, i
E, esse computador é dado pela relagio de Einstein.

E=mc?

em que c é a velocidade da luz no vécuo.
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Por outro lado, o minimo de energia discernivel entre estados deste
computador, AE, é definido pelo principio de incerteza de Heisenberg:

AE - At=h

em que At € um intervalo de tempo e h a constante de Planck.

Entdo o nimero maximo de bits, N, calculados no computador de massa m
no intervalo de tempo At € dado por:

B o €
N AE mhAt

que constitui o limite da computacio.

Se m for a massa do planeta Terra m = 10%Kg e At fér o tempo de existéncia
da Terra, At = 10V s, entio:

N = 10 bit

constitui o limite de capacidade de computacio do Planeta.



A LARGUEZA DO CONCEITO DE
ENTROPIA
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1. UMA VISAO NOVA DA ENTROPIA

A experiéncia com as limitagées da conversdo de calor em trabalho levou a
varios enunciados do Segundo Principio Fundamental da Termodinamica, todos
equivalentes (enunciados de Carnot, de Kelvin, de Clausius, de Planck, etc.). A
formulagio deste Principio, em termos de linguagem matemitica, conduziu
Clausius (1865) a versdo equivalente do Principio da Entropia. O conceito de
entropia surgia, assim, como uma necessidade da matemdtica, mas logo se
verificou tratar-se dum conceito muito mais profundo (Boltzmann, Maxwell,
Gibbs, etc.). O conceito revelou-se de grande utilidade imediata em VArios ramos
da Fisica, na Quimica - Fisica, em Metereologia, em Geofisica, em Engenharia,
em Astronomia, em Medicina, etc.

O Principio da Entropia passou a ser considerado como uma das leis Funda-
mentais da Natureza, como se depreende da citacio de Eddington no inicio
destas licdes. A sua aplicacio em varios dominios da Ciéncia e da Tecnologia
€ a sua extensio a tantos dominios do conhecimento, veio demonstrar a sua
universalidade e, ultimamente, a sua aceitagdo rapida nas Humanidades e na
Ciéncia.

Em 1948, E.T. Shannon utilizou o conceito de entropia num contexto com-
pletamente novo. E, ao surgir na Teoria da Comunicacio uma expressio
matemdtica que jd existia em Termodinamica, apercebeu-se logo da importincia
da sua descoberta, como tivemos ocasido de referir e como se depreende das
vérias citagbes que fomos fazendo no decurso deste trabalho (II Parte). O
conceito de entropia podia, afinal, estender-se a qualquer processo aleatério. E
foi dentro desta concepcio, que surgiu a Teoria da Informacio e que se abriu
um mundo novo de aplicacdes noutros dominios do saber.

Em Matemitica o conceito de entropia foi introduzido na Anilise, na Teoria
dos Nimeros e na Teoria das Probabilidades. Na Logica foi introduzido na Teoria
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de Inferéncia. Na Linguistica estd a ser utilizado na andlise da Linguagem. Em
Economia, hd muito que se liga a inflacdo a entropia e o Segundo Principio da
Entropia estd intimamente relacionado com o processo economico.

Fundamentalmente, o processo econdmico consiste na transformagio de
produtos de baixa entropia em produtos de entropia mais elevada. Os economis-
tas sabem agora que o desperdicio (em matéria e energia) € um resultado
inexordvel do Segundo Principio, a que o processo econdémico se ndo pode
furtar. Produzir mais maquinas e mais automoveis; explorar mais minas; fazer
mais vias de comunicacio, tudo conduz a uma contaminag¢do do nosso universo
complementar o que, em termos de linguagem comum, constitui a polui¢io do
ambiente. A poluicdo do ambiente €, apenas, uma confirmagao da universali-
dade do Segundo Principio Fundamental da Termodindmica: a Lei da Entropia.
A gestio do ambiente impoe-nos a todos, deveres e responsabilidades para que
o nio tornemos invidvel para as geracdes vindouras. E esses deveres, em
principio, sdo pautados pelo modo como saberemos perscrutar e administrar a
Lei da Entropia.

Do ponto de vista epistemologico a Lei da Entropia introduziu uma das
maiores modificacdes na Fisica. E o reconhecimento da existéncia duma
mudanga qualitativa no Universo.

A fim de consubstanciar as consideracdes que fizemos, vamos apresentar
algumas aplicacoes fora dos dominios da Fisica e da Meteorologia (onde
"entropia" se lancou, imediatamente com a introdugio da temperatura potencial
com Sir Napier Shaw, Helmholtz e outros). Para isso, vamos apresentar algumas

aplicacoes 4 Hidrologia, a Ecologia, 4 Detec¢ao Remota, a Anilise Espectral, a |

Linguistica, 2 Analise de Imagens e a trés grandes sectores industriais.

/
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2. ENTROPIA DUMA REDE HIDROLOGICA

Como sabemos, a quantidade de precipitacio que cai apresenta uma grande
variabilidade espacial e temporal. A variabilidade depende do intervalo de
tempo que se considera. Assim, por exemplo, a variabilidade das quantidades
anuais da precipita¢do € menor do que a das quantidades mensais ou didrias,

Como se sabe, a quantidade de precipitacio avalia-se em litros por metro
quadrado ou em mm. A precipitagio mede-se com udémetros, que devidamente
localizados e distribuidos, constituem uma rede udomeétrica. Muitas vezes, arede
€ excessivamente densa, outras é esparsa de mais. Tanto um caso, como o outro,
sdo de evitar. No primeiro caso a qualidade da informacio nio aumenta e no
segundo caso a informacdo que se obtém é incompleta e nio satisfaz.

O que se pretende € uma rede regular, convenientemente espacada, e que
com o nimero minimo de postos de observacio permita obter o miximo da
informacdo sobre a quantidade de precipitacio caida e a sua distribui¢io
espacial.

Note-se que os udémetros sdo independentes uns dos outros, e que se
excluem mutuamente, no sentido de que a dgua precipitada e recolhida por um
deles ndo pode ser recolhida por outro qualquer.

Vamos mostrar como se pode utilizar o conceito de entropia no dimen-
sionamento e na densidade de uma rede hidrolégica (ou meteorologica).

Seja f(r) o valor da quantidade de precipitagio caida no pontor,ef(r+ Do
valor da precipitacio caida i distdncia / de r, no mesmo intervalo de tempo.
Convém definir um "conjunto de acontecimentos” { £ }, tal que

P=f@-flc+D
isto €, cada elemento de ( '} é constituido pela diferenca simultinea de valores

da quantidade de precipitacio referida ao mesmo periodo, designadamente de
totais didrios, mensais, ou outros.
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A varidvel f tem uma distribuicdo de probabilidade que depende da distincia
/. Como é que se calcula a "distribui¢do de probabilidade"? Esta pode fazer-se
a partir do histograma da varidvel aleatoria f, que permite obter "frequéncias
relativas", que se tomam por "probabilidades empiricas". Para construir o
histograma de f' comega-se por fixar os "intervalos de classe", que dependem da
natureza da grandeza a estudar. Por exemplo, no caso de valores da quantidade
de precipitagio mensal, podem tomar-se intervalos de 0 a 150 mm. Para cada
classe conta-se o nimero de casos apropriados e o resultado divide-se pelo
namero total de ocorréncias possiveis. As classes do histograma devem ser as
mesmas para todas as distdncias consideradas.

Uma vez determinadas as probabilidades, calcula-se a entropia, ou o grau de
incerteza, através da férmula de Shannon:

H({) = X p, (f) Log p, (F)

em funcio das distincias L

E evidente que para /=0 a funcdo H (f) € nula e 2 medida que /aumenta a
entropia aumenta. De facto, verifica-se que ha um aumento de entropia rapido
nos primeiros quilémetros, para depois passar a aumentar mais lentamente, com
um aumento quase linear.

A entropia varia com a estagdo do ano que se considera, isto &, com a
ordenacio dos meses, por exemplo.

Os valores absolutos da entropia H assim obtidos so de pouca utilidade para
a determinacio da "densidade racional" da rede, porque pode variar abrup-
tamente. Por isso, deve-se utilizar o conceito de "entropia relativa" ou "percen-
tagem de entropia".

Esta pode calcular-se do seguinte modo: determina-se a distincia maxima
possivel, [, na regido a estudar e, para cada caso, determinam-se os valores
de H(I ) que sdo considerados os valores maximos empiricos dos campos
respectivos. Depois define-se uma relacio entropia - distincia:

H(B), = 100 x H(D/HL D, %

Para um dado valor de / esta expressdo da informacdo sobre a "percentagem
de incerteza", da distincia, /, em relacdo 2 distdncia maxima, /. Este calculo
deve fazer-se para virios valores atribuidos 2 distancia L

Os resultados assim obtidos, permitem-nos calcular a distdncia 6ptima, /, da
rede em funcio de reducio da entropia méxima H (/) considerada. Em geral,
fixa-se essa reducdo em 50% o que pemite obter um valor razodvel para / e assim
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estabelecer uma relagdo entre o niimero de estacdes regularmente dispostas e
a reducido da entropia.

A introdugdo do conceito de entropia estatistica permite determinar a
densidade racional de uma rede meteoroldgica, mesmo quando o campo
meteorologico nio € homogéneo, nem isotrépico.

Os valores que se obtém, com uma rede entropicamente planeada, con-
duzem a estimativas médias espaciais das quantidades de precipitacio muito
aceitiveis em estudos hidrologicos, fundamentais para a avaliacdo dos recursos
hidricos.

Num estudo sobre a rede udométrica de S. Miguel (Acores) Rocha Faria,
utilizando os dados mensais da precipitacio do decénio de 1960- 1970 de 16
estacOes actualmente existentes, calculou as entropias de pares de estacbes de
precipitagao para as virias estagdes do ano. Verificou que a entropia aumenta
rapidamente com a distincia nos primeiros quilémetros, para depois aumentar
linearmente com uma taxa muito lenta e que a entropia & maior na Primavera

e menor no Outono.
| Para valores de I, dadas as dimensdes de S. Miguel arbitrlou—se 80 Km, o
que permitiu calcular os valores da "percentagem de entropia". E claro que para
H(80 Km) a percentagem é 100%.

Os resultados obtidos mostram, por exemplo, para que haja uma reducio de
50% do valor miximo da entropia é necessirio que as estacdes fiquem
distanciadas de 6 Km, aproximadamente.

Admitindo que se pretende cobrir S. Miguel com uma rede de udémetros

 dispostos segundo uma malha de tridngulos equildteros (que é, em geral, das
formas mais convenientes para a "cobertura regular’ de uma regiio) de lado /,
o nimero necessdrio de udémetros variard, para diferentes valores de I Assim,
para /=2,5 Km seriam necessirios 147 udémetros, para uma reducio de entropia
'de 80%, enquanto para /=5 Km seriam necessarios 42 udémetros, se a reducio
de entropia fosse 51%. Logo, o aumento do nimero de estacdes de 42 para 147
(aumento de 350%) provoca apenas uma reducio de 29% na entropia.

Conclui-se, assim, que o aumento indiscriminado do nimero de postos
udomeétricos ndo aumenta, substancialmente, a quantidade de informacio da
rede.
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3. A ENTROPIA E A ECOLOGIA: UM EXEMPLO

Vejamos agora um exemplo de aplicacio do conceito da entropia 4 ecologia.

Como se sabe, os efluentes provenientes da actividade agricola, de esgotos
domésticos e industriais, que desaguam em muitos lagos e estudrios, sdo ricos
em produtos fosfatados, azotados e noutras matérias orgdnicas. Esta abundancia
em produtos ricos em fosforo e em azoto, nos lagos, conduz 4 sua eutroficacdo
(que em grego quer dizer "bem nutrido"). Na acepg¢io actual, eutroficagio
significa a deterioracdo das condi¢des e das propriedades dos lagos e dos
estudrios (que permitem e suportam a vida natural) causada por uma fertilizacio
excessiva provocada pelos efluentes.

A eutroficacdo é devida, portanto, a um afluxo abundante de nutrientes de
que resulta uma taxa elevada de produgdo de matéria orginica vegetal.

As algas e as plantas aqudticas desenvolvem-se rapidamente, alastrando-se
a regides ndo afectadas, inicialmente, Esta proliferacio conduz a uma decom-
posicdo da matéria orgdnica, com o aparecimento de produtos pouco desejiveis.

A eutroficagio reflete-se na composicio das espécies, no nimero de géneros
existentes, nas dimensdes das populagdes e na produtividade de varios grupos
de organismos do ecossistema aquitico.

Se o aumento da produgio de matéria orginica (algas, plantas, etc), no
sistema aquitico, for excessivo, verifica-se um grande consumo do oxigénio
dissolvido cujo teor pode baixar rapidamente, e, por vezes, provocar o seu de-
saparecimento completo, principalmente nas 4guas de maior profundidade, que
assim, se transformam em "iguas mortas". O desaparecimento do oxigénio
dissolvido, ou mesmo a sua diminuicio, impede a vida animal e conduz ao
desaparecimento de muitas espécies piscicolas e outras. De facto, as dguas de
escoamento, passando através de regides tratadas com virios fertilizantes,
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constituem mananciais de nutrientes, mais ou menos ricos, produzindo floras
especificas muito diferentes nas aguas dos lagos, com uma grande variedade de
algas, de microorganismos e de plantas aquaticas.

Existe, pois, uma correlac¢ao entre a natureza dos fertilizantes utilizados e os
tipos de flora predominante. Pode, assim, organizar-se um processo indirecto de
estudar as consequéncias da polui¢io dos virios tipos de fertilizantes. Por isso,
tém surgido varios estudos em que se comparam OS microorganismos dos lagos
eutroficados, com a natureza dos produtos arrastados. E esses estudos sao
baseados na férmula de Shannon.

Seja n, populacdo da espécie ie N a populagio total da comunidade, Pode
assim definir-se uma probabilidade empirica p=n/N de ocorréncia da espécie i.

O significado ecoldgico das dguas pode avaliar-se em termos da diversidade
das espécies de algas e de microorganismos existentes, através da formula de
Shannon:

H=-ZXZp, Logp,

a que os bidlogos chamam, por vezes, "indice de diversidade".

O valor de H varia entre zero, para popula¢des unialgais, e um valor préoximo
da unidade, para comunidades muito diversificadas, visto que H & uma fungao
crescente do niimero das espécies dominantes. Um "indice de diversidade" de
valor um, requer a presenca de muitos géneros de algas (superior a 10),
correspondendo a uma grande "riqueza” € a uma ndistribuicdo equalitdria" das
espécies em presenga.

A diversidade da comunidade algal diminui com a eutroficagdo. Os lagos
oligotrépicos tém valores da entropia entre 0,7 e 1,0, mas nos lagos eutroficados
os valores de H descem a 0,3. Os "indices de diversidade" variam com a
concentracio e com a natureza dos nutrientes. Os ntmeros de géneros € as suas
popula¢des individuais sdo caracteristicas dos tipos e teores dos poluentes
(fertilizantes, detergentes, pesticidas, etc.) das dguas.

O "indice de diversidade", ou a entropia de Shannon, constitui uma forma
expedita e adequada para descrever as comunidades algais e € um instrumento
muito Gtil para comparar estes sistemas entre si €, portanto, estimar os efeitos
das varidveis ensaiadas (neste caso tipos e teores de fertilizantes ou de
detergentes). E interessante notar que a entropia permite avaliar de forma
quantitativa a qualidade das dguas através de pardmetros biologicos.

Vé-se, pois, que, a entropia de Shannon constitui uma ferramenta preciosa
na investigacdo do ambiente, de que o caso tratado constitui, apenas, um
exemplo.
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4. ANALISE E ENTROPIA DUMA IMAGEM
4.1. ESTATISTICAS DUMA IMAGEM
Consideremos a figura 9 duma representacao bidimensional. Seja p, a

probabilidade de observar uma certa grandeza na célula (i, j) da matriz P x Q.
Notaremos que Z X p, = 1.

P

Fig. 9 - Representacdo bidimensional duma imagem.

Esta "quadricula" poderia representar uma imagem bidimensional digitali-
zada. Suponhamos que os dados representam grandezas arbitrarias U(u) e V(v)
dos valores fronteira u, = Z p;e de v, = I p, que correspondem a percursos nas
direcgdes "norte-sul" e "leste-oeste" respectivamente. Além disso, as grandezas
u ev, consideram-se independentes, isto €, as estruturas nas duas direc¢des
ignoram-se, e os dados "norte-sul" ndo interferem com os dados "leste-oeste".
Notaremos que, neste caso:

Py =WV
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Podemos assim descrever as propriedades estatisticas de primeira ordem do
sinal, em termos da funcio de distribuicio de niveis de cinzento. A cada pixel*
correspondem 8 bits de informagio e, portanto, a digitalizacdo conduz a um
méximo de 2° = 256 niveis de cinzento. Com a informacio sobre a percentagem
de pixels, que tém um determinado nivel de cinzento ao longo duma direccio
i, ou j, podemos construir histogramas como se faz em estatistica elementar.
Mais, em vez de considerar os histogramas das duas orientacdes normais, por
classes, os niveis de cinzento, em fungio das "frequéncias".

Se for N, o nimero de pixels com o nivel de cinzento i, "a fraccio" p, de pixels
da imagem, cujo nivel de cinzento é i, é dada por:

p= N/EN.

A partir das caracteristicas e da forma envolvente do histograma pode
construir-se um conjunto de pardmetros estatisticos, que servem para caracte-
rizar a imagem. Assim, introduziremos os seguintes parimetros:

D) média, definida por:
<i>=ZXpi

€ que constitui um pardmetro global de localizagio;
I desvio médio quadratico, dado por:
o=[ B G - i bR PR

€ que constitui um indicador de dispersdo em relacio 4 média;
D) assimetria (skewness) definida por:
K,=1/6[Zp G-<i>)P]3

e mede assimetria da distribui¢io em torno da média;
IV) curtose determinada a partir da expressio:
K, = VE[Zp, § « <i 5)F] ™

€ representa o "achatamento, em relagdo a uma distribuigio normal (gaussiana)
conceptual, com a mesma média e 0 mesmo desvio médio quadritico.

(*) pixel - picture element
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V) energia dada por:
E=Xp?

Como se sabe, a soma dos quadrados duma grandeza é igual 4 soma dos
quadrados da amplitude das suas componentes espectrais (Teorema de Parseval).
Mas, a Gltima grandeza é interpretada como uma medida da energia, o que
justifica o significado da grandeza E anterior.

VD) entropia dada pela férmula de Shannon:
H=-XZp Logp,

A entropia € médxima para distribuicdes desordenadas ou cadticas, com
auséncia completa de estrutura; é minima para distribui¢bes bem ordenadas,
com localizagées bem defenidas e com uma estrutura regular.

A entropia pode ser utilizada como um discriminante na interpretacdo de
mapas tematicos. Assim, podem fixar-se de entropia para obter informagio
duma imagem, por exemplo, sobre a natureza do ordenamento de culturas. Se
tivermos uma regido com olival, com soutos de castanheiros e com um carvalhal,
ndo é dificil obter a sua identificacio, através dos niveis de entropia que definem
0s seus limites. O olival, muito ordenado, tem uma entropia menor do que o
souto que, em geral € menos ordenado, ao passo que o carvalhal, com uma
distribuicio quase cadtica, tem uma entropia muito maior. O critério da
separacio depende da fixagdo dos limites da entropia, que definem a fronteira
de cada um dos trés tipos de florestagio.
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4.2. INDICADORES DE CONTINUIDADE E DE ESTRUTURA DUMA IMAGEM

Na anilise duma imagem, além dos pardmetros anteriores, devemos consi-
derar outros, que ddo conta da uniformidade, ou da continuidade da imagem,
como os operadores gradiente e laplaciano e ainda outros, que sio indicadores
da estrutura, como a transformada de Fourier, etc.

Gradiente, da a variacio espacial duma grandeza escalar que define um
campo. Suponhamos que a grandeza escalar é o tom de cinzento f. Entdo, grad f
€ um vector que s6 o incremento de f num dado ponto ao longo da direc¢do
em que f experimenta a variacdo maxima e cuja intensidade é a taxa de variacdo
de f ao longo dessa direccio. Se considerarmos a direc¢do genérica s, a
componente do gradiente de f ao longo da direccio s, que se designa por
derivada direccional, é dada por:

| grad £l =[f(s+A9) -f () 1/ Ass
e mede taxa de variacdo do nivel de cinzento a0 longo da direcgio s.

Laplaciano: o operador Lap f é uma medida da diferenca entre o valor dum
escalar f num dado ponto e o valor médio do mesmo escalar f na vizinhanga
desse ponto, < f >, isto é:

Lapf=C[<f>-F]

em que C € uma constante que depende da geometria da rede do discreto. Ora,
no caso bidimensional (x, y), é:

Lap f=div grad f =% {/d x* + 9 /9 y?

¢ € facil obter a expressio anterior, a partir dos desenvolvimentos de f (x + h,y)
ede £yt h).
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Em geral, no caso duma imagem, considera-se a vizinhanca do ponto central
dum pixel, constituida pelos oito pixels vizinhos.

Podemos assim definir o valor médio que é dado por 1/8 da soma dos "f" dos
pixels vizinhos.

Note-se que, se for atribuido ao pixel central o valor médio faz-se a
"suavizacao" da imagem e esbatem-se as heterogeneidades dum campo varidvel
no espaco. O laplaciano permite discriminar regides de natureza diferente. Em
particular faz acentuar os contornos da imagem.

O laplaciano dum campo é uma medida da falta de "harmonia" do campo.
Mas harmonia ndo quer dizer uniformidade. Uma distribuicio € harmoénica
quando o seu laplaciano é nulo, isto €, quando o valor médio do campo duma
propriedade nas vizinhancas de um ponto coincide com o valor pontual dessa
propriedade.

O operador laplaciano permite realcar os contornos dos limites e fazer a
discriminacdo entre as caracteristicas temdticas de uma imagem.

Fig. 10 - O operador laplaciano permite discriminar o olival relativamente ao sobreiral.
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Transformada de Fourier permite avaliar a estrutura duma distribui¢do de
uma imagem, no caso presente, bidimensional. A transformada de Fourier duma
dada fungio no dominio espacial x, constitui uma representacio no dominio das
frequéncias K. A transformada de Fourier no dominio das frequéncias, contém
exactamente a mesma informacdo, que a fungio original. As duas represen-
tagbes s6 diferem na maneira de apresentar a informagdo. De facto, a
transformada de Fourier torna possivel examinar a funcdo de outro ponto de
vista - o das frequéncias (nimero de ondas). E o mesmo dizer que uma sebe de
1,5 Km € formada por 4.500 arbustos, ou dizer que a densidade da sebe é de 3
arbustos por metro.

A transformada de Fourier de uma funcio f (x) definida em (x) no dominio
do nimero de ondas (frequéncia) k, & dada por:

2n
FO =—L- | f0) e dx (D
2t o
Em geral, a transformada de Fourier ¢ uma grandeza complexa que se pode
escrever sob as formas equivalentes:

Fk) = F.() - i F,(k) = | F(lo)| el® ®

em que |F(K)| é a amplitude ou o espectro de Fourier de f (x) e é dada por
F,(&)? + F(k)% e 8 (k) é o Angulo de fase da transformada de Fourier e é dado
por 0 (k) = arc tg F,(k)/F (k). E evidente que i = V-1,

A transformada inversa é definida por:
f) =] Fk) et~ dk )

€ permite reconstituir a funcio f (x) a partir das componentes espectrais F (k).
As equagdes (1) e (2) constituem um par de Fourier e, formalmente, s6 diferem
no sinal da exponencial. As fun¢des exponenciais de Fourier sdo fechadas para
multiplicagio, isto &, da multiplicacio de duas funcbes de base resulta outra
fun¢ao de base, que formam um sistema ortonormado, completo. Esta pro-
priedade simplifica muito a manipulagio matematica destas funcoes.

Suponhamos agora uma funcio f(x, y) definida em (x, v). A sua transformada
de Fourier no espaco dos kk sera:

Flk, k) =[] f(x, y) e 1&x+X» dx dy

em que k ek sdo os nimeros de onda (frequéncia), segundo os eixos dos xx
e dos yy.
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Sabe-se que uma lente delgada, convergente, tem uma propriedade singular,
que é a de gerar transformadas de Fourier entre a distribuicio da amplitude da
luz paraxial coerente nos planos focais objecto e imagem. Assim, quando um
objecto bidimensional esta colocado no plano focal objecto e € iluminado por
luz coerente paraxial forma-se no plano focal imagem a transformada de Fourier.

Esta propriedade &, por isso, muito Gtil na andlise de distribuicdes dibimen-
sionais e, em particular, na andlise de imagens no dominio das frequéncias e,
portanto, na avaliacio da "arquitectura" da imagem em (x, y).

A representacio da transformada de Fourier no plano focal aparece represen-
tada por um par de pontos simétricos em relagio a origem. O vector vem
representado segundo £k e k. O seu modulo constitui uma medida da

P ¢ N ; g o YEk ¥ . 4
SRR -£ Sl IR L ,'i’tfn{ A St gy ')‘— ,"
Fig. 11 - A transformada de Fourier permite avaliar o grau de ordenamento dum olival e de
um sobreiral.
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probabilidade duma distribuicio com as frequéncias lkxl ¢ |kyl ao longo da
direc¢io correspondente.

Auma distribuicio ordenada em (x, y), isto &, de baixa entropia, corresponde
um nimero limitado e, em geral, reduzido de componentes no dominio
transformado (k,, k) e com orientacdes bem definidas.

Uma distribui¢io desordenada, isto €, de entropia elevada, mais ou menos
cadtica, em (X, y), representa virias transformadas de Fourier constituidas por
um feixe de vectores com uma distribuicdo circular, com intensidades que
enchem toda a vizinhanca da origem no plano (k_ k) formando como que uma
rosdcea (ver figura 11).

Se, por outro lado, a forma for uma elipse, entio ha orientacoes privilegiadas
e a distribuigdo em (x, y) apresenta algum ordenamento ao longo dos eixos da
elipse. No caso limite do eixo menor tender para zero, cai-se no caso
anteriormente descrito.
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5. O METODO DA ENTROPIA MAXIMA (MEM)
5.1. FORMALISMO DA ENTROPIA MAXIMA

O método da entropia méixima (MEM) constitui uma técnica poderosa para
O processamento e a andlise de dados. As aplicacées vio desde a recuperacio
de imagens 4 teoria da inferéncia estatistica; desde a andlise espectral de séries
temporais de observacdes, ao seu emprego em medicina, como na tomografia
axial computurizada.

Neste pardgrafo apresentam-se, apenas, alguns aspectos da utilizacio do
método e dio-se alguns exemplos de aplicacdo.

A generalidade do método assenta na possibilidade de obter uma estimativa
da distribuigdo da probabilidade a partir de dados bastante incompletos, ou
afectados de erros. O método da entropia maxima escolhe sempre o resultado
mais simples, partindo do minimo da estrutura possivel com a tinica condi¢do
de satisfazer os dados observados e desprezando pormenores espurios. Assenta,
apenas, na verdade que se conhece: os dados das observacoes, o conhecimento
fisico contido no enunciado do problema e as leis das probabilidades.

A situagio é semelhante 4 de um doente que vai ao médico e The transmite
0s sintomas que sente. O médico nio comeca a pensar em sintomas que o
doente, por ventura, poderia ter, mas que ndo tem.

O que ele faz € analisar os sintomas que existem, de facto, e inferir as causas
que os provocam. E, assim, baseado em factos e na "sua ciéncia", vai procurar
identificar as varias perturbacées possiveis que podem causara doenca, revelada
pelos sintomas, comecando por aquele que é o mais provavel de acordo com
a histéria médica do doente.

O principio € sempre 0 mesmo: maximiza-se a entropia H = - X p. Log By
sujeita apenas as restricbes impostas pelos dados e ds condicoes ditadas pelas
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leis da Teoria das Probabilidades. Para a utilizagdo do método, as probabilidades
devem ser substituidas pelas "probabilidades fisicas", avaliadas pelas fre-
quéncias.

No § 5 da II Parte, apresentimos O fundamento do Método da Entropia
Mixima (Jaynes, 1978) e analisimos, com pormenor, 0s Seus aspectos matemati-
cos. Por isso, agora, faremos apenas uma sintese.

Suponhamos uma grandeza X, que pode assumir os valores [ X,... x }aque
corresponde a distribui¢do de probabilidade { p,... p,}, de forma a representar
informacdo parcial que dispomos, acerca de x.

A férmula de Shannon
=_-2 B Log P, (51)

da uma medida da incerteza (ou entropia) contida nos acontecimentos, cuja
distribuicio de probabilidade deveria ser {p, .- p,}. A distribui¢ao que descreve
de forma "mais isenta" o que sabemos, sem introduzir quaisquer hipoteses, ou
elementos estranhos, € aquela que maximiza H, sujeita aos constrangimentos
impostos pelos dados das observagoes.

Consideremos entio m funcdes [ A (... A () ] de que, segundo "o
enunciado do problema", se conhecem valores, representados por um conjunto
de nimeros { A ... A} A partir destes valores, pretendemos determinar, ou
prever, a distribui¢io geral da probabilidade { p,... p,} a que satisfazem as
funcoes { A, GO... A () ), sem introduzir quaisquer hipdteses suplementares.
Para ajustar a distribui¢do aos 1dados" de que se dispoe, tem que se verificar 0s
m constrangimentos simultdneos,

Zp A=A, (k=1..m) (5.2)
na maximizacio da entropia H = - p, Log p,

A solucido, que vamos apresentar, & uma duplicacdo da andlise feita no § 5,
1I Parte. Comecamos por considerar a funcdo de particao, Z(A):

ZOpA)=Zexpl-A A &)-.-R A, (x) ] (5.3)

A distribuicdo que corresponde a0 maximo da entropia &, como ji sabemos,
dada por:

p=1Z .. A) . exp A A G- A A, ()] (5.4)
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em que os factores indeterminados de Lagrange, A, , se podem obter a partir das
expressoes:

A, =-0dLogZ/0A,. (k=1..m) (5.5)

Estas expressoes conduzem a um sistema de m equagdes, 4s incognitas (A,... A, },
cujos valores, assim, se podem determinar.

Podemos entio, calcular Z(A), a partir de (5.3) e a distribuicio de p,
recorrendo A expressdo (5.4). '

Algumas vezes, o método da entropia maxima (MEM) é apresentado de forma
alternativa, recorrendo ao formalismo da anilise combinatorial (§ 3.3, I Parte).

Entdo, a partir dos acontecimentos em que a varidvel se observa N, vezes, x,,
pode definir-se a frequéncia f, = N/N. Uma dada distribuigdo de frequéncias
(£ ... f ) tem uma multiplicidade W () dada por:

W = NI/NFDL.. (NE ! (5.6)

que corresponderia ao nimero de modos que se observariam em condi¢des
normais. Para N suficientemente grande, pode recorrer-se a férmula de Stirling,
e vem (§ 3.3, I Parte):

1/N . Log W(f) = -Z f Log f, = H(D (5.7)
ou seja:
W() = exp NH(D (5.7a)

A igualdade (5.7) é a férmula de Shannon, mas agora dependendo das
"probabilidades fisicas" ou objectivas, f, (frequéncias), em vez das probabili-
dades subjectivas p..

Nao se conhece a sequéncia especifica { x ), que foi gerada. O que conhecemos
sdo os valores médios de m grandezas {A () ... A_(x)

TfAX)=A, (k=1..m) (5.8)

O formalismo da anilise combinatorial, conduz a uma lei exponencial

=exp(NH) da entropia, quando N for suficientemente grande (5.7 a).

Logo, o miximo da entropia corresponde ao maximo da multiplicidade que,
por seu turno, se pode identificar com a probabilidade maxima.
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5.2. A ENTROPIA DUMA DISTRIBUICAO NORMAL DE PROBABILIDADE

Vamos, a titulo de exerxicio, calcular a entropia duma distribuicio normal de
probabilidade (distribui¢do gaussiana). Nestas circunstincias,

p®=1/V2nc. ewze

Logo, H(x) serd dada por:

HGO = -] p (0 Log p (0 dx

Ora:

- Log p (x) = Log \ 2 o+ x? /2 o2
e, portanto:

Hx) =[p ® LogV2modx + [ p (x) x¥/2 2. dx

= Log ¥ 2 16 + 6%/2 o’=LlogV2mo+LogVe

= Log V2meo= Log ¢ + const.

Esta expressdo mostra que a entropia duma distribuicio normal &, a menos
duma constante, dada pelo logaritmo do desvio quadritico. Este resultado

confirma a ideia, virias vezes expressa, de que a entropia é uma medida da
dispersio.
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Na deducio admitiu-se que se trata duma distribui¢do estaciondria, em que,
a varidvel flutua em torno da média, com uma varidncia constante.

Este resultdo é um caso particular duma relagio mais geral, que di uma
relacio entre a entropia H e a densidade espectral P (f) num processo gaussiano
estacionario:

H=1/4f, [LogP (D df
em que

f,=1/2A
€ a frequéncia de Nyquist, que é metade da frequéncia de discretizacio, A; em

radianos serd f, = 2 /2 At = /A t. A frequéncia de Nyquist é a frequéncia mais
elevada com significado fisico, que € resolavel pela série { x ).

Vamos, agora, demonstrar que a distribuicdo normal de probabilidade cor-
responde ao valor mdximo da entropia duma varidvel aleatoria { x }, cujo valor
médio é nulo e cuja varidncia é constante.

Entdo vamos determinar a distribui¢do de probabilidade, p (x), que corre-
sponde a0 miximo de H(x):

HGO = - p &) Log p (x) dx
sujeita as condicdes

| px) dx =1

| p ) x* dx = 62 = const.

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, tem que se maximizar
4 expressio:

[l-p@Logp @ +Ap & x2+A,p & ]dx (D
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Vamos recorrer ao Calculo das Variagdes. Para que a variacdo da expressio
anterior seja nula, tem que se verificar a equagdo de Euler-Lagrange™

No nosso caso a func¢io F da equacio Euler é a funcio integrante de (1) e
y=p(x).
Somos assim conduzidos 4 equacio:

-1-pE) +A, x2+A,=0

Depois de alguns ajustamentos obtém-se para a probabilidade p(x) uma
expressdo da forma:

px)=1/V2no. ex?20’

Fica assim demonstrado que a distribuicio normal € a distribui¢do de
probabilidade que corresponde ao valor miaximo da entropia duma série
aleatoria, cujo valor médio € nulo e a varidncia é constante.

™ Para uma funcdo F (x,y) assume a forma:
d F/dy - d/dx (dF/d y) = 0

em que y' =—3XL
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5.3. RECONSTITUICAO DE IMAGENS

Suponhamos que se pretende reconstituir uma fotografia de que se tem
apenas um exemplar deteriorado, ou um exemplar desfocado.

Suponhamos ainda que a fotografia est4 digitalizada. Sendo assim, vamos
supor que:

f, representa a intensidade da imagem na célula que queremos determinar;

D, a intensidade dos dados observacionais na célula i

¢ o desvio médio quadritico dos dados, devido ao ruido.

Aimagem é constituida por N células ¢ 7 & um indice bidimensional que cobre
as N células.

Seja bj a fung¢do que caracteriza a deterioracio da cimara ou da instrumen-
tacdo, que di a intensidade na célula j. Entdo os valores expectiveis que
deveriam ter sido produzidos pela imagem f sdo:

F=3bf. =(F*b)

em que a asterisco (*) representa a operagido de convolugdo.

Para avaliar a diferenca entre os dados de que dispomos, D, e os que
deveriamos ter se ndo houvesse ruido usa-se como estatistica de prova o teste
de qui quadrado (%?, definido por:

x*=Z(F -D) /o
cuja lei de distribui¢do se conhece em fun¢ido do niimero de observagoes
independentes e do nivel de confianga desejado.

Depois maximiza-se a entropia

H® =-[p ® Log p () dx

ajustando-a a invaridncia de y2.
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A lei de distribui¢do de probabilidade seri:
p=exp N[ H(F) - WQ(F) ]

emque W =1/Ng?

e QE) =1/2Z[D, -ZA_f ]

O factor exp(NH) representa a informacdo anterior, acerca das multi-
plicidades das diferentes "cenas"; o factor exp(-N W Q), na sua dependéncia em
(£, ...f, }éa "fungdo de verosimilhanga" que nos diz o que aprendemos dos dados
disponiveis.

A cena mais provivel (f, ..., f ] corresponde a0 méximo de H - W Q sujeito
4 condi¢do Zf = 1. E portanto,

d
f=expl- W&]
i a fl
A cena mais provdvel é encontrada através da maximizacio da entropia

configuracional sem qualquer cometimento a dados espureos que resultem de
conjecturas por mais plausiveis que possam parecer.
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5.4. ANALISE ESPECTRAL DE SERIES TEMPORAIS

5.41. O ESPECTRO DE DENSIDADE ESPECTRAL E O METODO DA
ENTROPIA MAXIMA

Em muitas aplicacGes é indispensivel obter estimativas do espectro de
poténcia duma série temporal discreta de que se conhece apenas um troco
limitado. E um caso muito frequente em Climatologia, em Geofisica, em
Oceanografia, em Hidrologia, em Econometria, etc. As séries de que se dispoe
sdo de duracio curta e no mundo real nio existem séries infinitamente longas
(M. Almeida, 1979).

A andlise espectral das séries tem sido baseada na transformada de Fourier.
Mas, a aplicacdo simples da analise de Fourier exige o conhecimento das funcoes
em todo o seu dominio, condigido que as séries finitas de que se dispoe ndo tém.
Por isso, ha necessidade de introduzir hipéteses que correspondem a fornecer
informagao complementar, que os dados das séries nio contém. As estimativas
espectrais vém, portanto, eivadas duma certa incerteza. Basta notar que as
determinacbes espectrais variam com a dimensdo da amostra.

Ha varios métodos que procuram ultrapassar estas limitagdes. O cilculo do
espectro de densidade de poténcia pode fazer-se a partir dos valores discreti-
zados da fungio de autocorrelagio, tendo em vista o teorema de Wienner que
diz que a funcdo de autocorrelacdo e o espectro formam um par de Fourier.

Mas, a anilise de Fourier estd sujeita a determinadas limitacdes, sobretudo,
quando aplicada a séries temporais. As séries infinitas ou com continuidade
ciclica, a que se aplica a anilise de Fourier tém que ser adaptadas 4s amostras
disponiveis, evidentemente finitas. E, por isso, que os procedimentos clissicos,
tradicionais, assentam em hipéteses sobre o comportamento dos dados fora da
amostra. Num caso admite-se, que os dados fora da amostra, se repetem



162

peritdica e indefinidamente nos dois sentidos, Noutro caso admite-se, que fora
do trogo da série, os valores sdo identicamente nulos. A série disponivel seria
portanto uma série truncada que iguala a série original nos pontos onde esta &
conhecida e € igual a zero fora deles. Mas a truncatura origina um fenémeno
caracteristico das séries de Fourier, conhecido por fendmeno de Gibbs, que se
traduz por uma oscilacdo e uma sobrevalorizacio das intensidades nas bandas
das frequéncias correspondentes aos pontos de truncatura.

Outra restri¢ao das séries temporais € inerente ao processo de discretizacio,
o que limita as ferquéncias com significado fisico. A frequéncia permissivel, mais
elevada, a frequéncia de Nyquist, € dada, como j4 se referiu, pelo inverso do do-
bro do intervalo de discretizagdo: f, = 1/2 Atem s ou f, =m/A t em radianos/s.
Esta ¢ a frequéncia mais elevada que é resoltvel pela série temporal { x(1) }. Para
frequéncias superiores a f, verifica-se uma autorepeticio espria, sem signifi-
cado fisico.

Para obviar as limitacbes expostas e minimizar os efeitos da truncatura na
andlise espectral, Blackman e Tuckey (1957) usaram uma técnica que consistia
em afectar os dados por "fungdes - peso” que no dominio das frequéncias sio
transformadas em "janelas espectrais”. Torna-se assim possivel obter estimativas
espectrais mais aproximadas e com maior precisio.

Vejamos agora como € que o método da entropia maxima perrmite resolver
algumas das limita¢coes impostas pelos métodos convencionais na determinacio
da densidade espectral de poténcia.

Todos os métodos utilizados na anilise espectral de dados experimentais,
incluindo o da entropia mixima, estendem a todo o dominio, duma forma ou
doutra, a informacio obtida numa amostra finita. Ora, a superioridade do
método da entropia maxima, reside no facto da extrapolagio ser o mais imparcial
possivel,

De facto, o que se pretende € um método que seja, em primeiro lugar,
consistente com a informacio prévia disponivel; e em segundo lugar, que
permita obter uma lei de distribuicdo de probabilidade que descreva a
informacio prévia existente, sem fazer quaisquer suposi¢oes e que seja 0 mais
isenta possivel.

Essa distribui¢do € a que corresponde 4 entropia mixima permitida pela
informagio objectiva disponivel. Logo, admitimos que fora da série finita esta é
prolongada artificialmente por um processo aleatorio estaciondrio em que a
média e a varidncia sio constantes e iguais aos valores correspondentes do trogo
conhecido. Doutra maneira, a extrapolagido é feita por um sinal de "ruido
branco". Esta extrapolacdo € muito mais razodvel do que a que assentava na
repeti¢cdo periddica dos dados, ou a da truncatura nos extremos da série
(completada com "zeros" a montante e a jusante).
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5.4.2. FUNDAMENTO E APLICACAO DO METODO

Consideremos uma série temporal { x(®) ) =[x, %, ..., x,}, que para facilitar
se supde ser de média nula e de varidncia constante. A série { x(© }, com um
intervalo de discretizagdo At, resulta dum processo aleatério, a que esti
associada uma dada distribuicio de probabilidade p (x).

A hipétese fundamental da anilise espectral, com base no principio da
entropia maxima, € a de aceitar que o processo que gera a série temporal é o
mais aleatério e o menos previsivel possivel, mas que é consistente com con-
strangimentos conhecidos. Neste caso, os constragimentos sdo os valores da
fungdo de autocorrelagio R, definidos por:

R =3 X X, (G=0,%1,..,£N) @)
que se podem calcular a partir dos dados de uma amostra da série para virios
desfasamentos.

O principio do método € o de aceitar que o espectro de poténcia deve ser
0 que tem a entropia maxima de entre todos os espectros possiveis que
satisfazem aos mesmos constrangimentos. Neste sentido, este método nio
implica quaisquer hip6teses, nem impde quaisquer restricdes 4 extensdo e i
extrapolacdo dos dados da funcio da autocorrelacio fora do intervalo da
amostra,

A fungio de autocorrelagio, R_e o espectro de poténcia P (f) constituem,
como dissemos, uma par de Fourier, isto é:

+fN
R(n) = {? PO exp2mifnAt. dt (2a)

N

P = 1 }.:.WR(n) exp-2mifn At (2b)
2F, -~
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em que At € o intervalo de discretizagdo, f_ = 1/2 At é a frequéncia de Nyquist
e a sequéncia { R(n) } é constituida pelas fungdes de autocorrelagio para varios
desfasamentos n At. ,

Por outro lado, sabemos que a entropia pode ser expressa em termos do
espectro de poténcia pela férmula:

ry

+
S= ) Log P(P) . df (3)

1
z"ﬁ

Vemos assim que P(f) surge como um elemento de ligagio entre a entropia
S e a fungdo de autocorrelagio R(n). O problema que nos propusemos resolver
reduz-se, portanto, a determinar o espectro de poténcia P(f) que maximiza a
entropia S dada pela expressio (3), sujeita aos constrangimentos impostos pelos
valores de R(n) expressa por (2a) seguindo o tratamento geral. Burg (1967)
desenvolveu um algoritmo que evita o cilculo directo dos R, para obter P(f).

As equagOes anteriores sdo exactas para N suficientemente grande e sem
"efeitos nos limites"; se necessario, pode admitir-se que N — oo,

A dificuldade reside em que a série é limitada e nem todos os R, sdo
conhecidos. Os dados reais de que dispomos s6 nos permitem obter um
subconjunto R' ... R'_ em que m < N.

O nosso problema consiste portanto em estimar P (f) desta informacio
incompleta, que representaremos por P(f).

Consideremos, entio, o problema do ponto de vista da entropia maxima. Os
dados de que dispomos sio:

[BE o B R

Representam em notagio real m+1 constrangimentos, visto que R, =R,
A distribuicdo, que corresponde 4 entropia mdxima e estd sujeita aos cons-
trangimentos R_ &, como se viu, dada por:

P&y x)=exp[-ZA R] 4

Escrevendo por extenso o expoente, temos:

d 2 2 2
MR =X G+ 32 + o+ xE + A (XK, +XX, + .+ X X )+
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+ A, (xx, + b P T Ny P
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Ora, estes produtos e estas somas podem ser organizados e escritos sob a
forma dum produto de matrizes: -

ZAR =ZAixx
em que Aij € uma matriz de Toeplitz dos AA:

A= {7".—4 sel 4l <m

! 0 sel j+il >m

em que os multiplicadores de Lagrange se repetem em bandas paralelas 3
diagonal principal. Portanto:

P&, .. x)ecexp[-XZ A, x x]

A lei de distribuigdo de probabilidade, resultante da aplicacdo da entropia
maxima €, afinal, uma lei gaussiana, que, assim, surge como a lei de distribui¢io
que representa de forma mais isenta os dados disponiveis.

A fungdo de particio Z é proporcional a [ det A e, por isso;

Log Z=-1/2Xlog ¢, + const.

em que os { e ] sdo os valores préprios de [ A ].

Os valores de A, podem obter-se a partir da solugio do sistema de equagdes
(5). No limite de N — o os valores proprios podem obter-se a partir da teoria
das matrizes de Toeplitz.

O algoritmo de Burg procede através duma factorizacio de Wienner - Hopf
do polinémio

A2z =|2a 2¢]|
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e o célculo dos coeficientes [ a, } & feito de forma recursiva. Estes coeficientes
podem interpretar-se como um filtro de predicio de Wienner. E evidente que,
do ponto de vista do método de entropia mixima, ndo é indispensavel que se
calculem os { a, }; o que € indispensavel & o cilculo dos A,

A partir da expressio de P(f) pode usar-se a extrapolagio 6ptima Rmﬂ...RN
da covaridncia, para além dos limites dos nossos dados, recorrendo 2 lei da
distribuicdo de probabilidade, estabelecida anteriormente.

Depois de algumas manipula¢des matemdticas obtém-se o resultado, hoje
classico de Burg (1967). Para o valor estimado do espectro de poténcia:

PO =1Yf, . 1/ T\ ernik &t
ou

p(f)=1/2fN .1/ | Eak emik At lz

Pode assim obter-se uma estimativa do espectro de poténcia P(f) utilizando

apenas a informagio contida nos dados de que dispomos e que corresponde a
estimativa 6ptima.
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6. A ENTROPIA NA LINGUAGEM
6.1. CARACTERIZACAO ESTATISTICA DA LINGUA

Tem havido sempre uma preocupacio, mais ou menos acentuada, pela
caracterizacao estatistica das linguas. Basta atentar nas noticias da diferenciacio
entre as linguagens dos diferentes povos, de que se fazem eco os primeiros
documentos de linguagem escrita e que se assinalam nos grandes livros de todas
as religides e, em especial, na Biblia.

Estes estudos tomaram, recentemente, um grande incremento, devido ao
desenvolvimento da Teoria da Informacio. Desde a descoberta do telégrafo que
se tém verificado progressos no tratamento matematico das comunicagoes e que
culminaram, como dissemos, com a formulacio da Teoria de Comunicagio e,
depois, com a Teoria da Informacido. O "alfabeto" de Morse nio foi escolhido
ao acaso, mas depois de uma profunda reflexdo sobre a natureza da Lingua
Inglesa. Ndo € por acidente que o E, a letra mais frequente na Lingua Inglesa,
& representado apenas por um ponto (). Mas, muitas das propriedades
estatisticas da lingua foram aflorando com a experiéncia. Todos nos lembramos
de que as divisorias das caixas "do tipo" dos tipografos tinham dimensoes
diferentes, que variavam na razio inversa da frequéncia de utilizacio dos varios
tipos na composigdo. No ensino infantil sio muito usados os "jogos com letras"
em que as criangas vao aprendendo a fixa-las e que se baseiam nas frequéncias
com que aparecem.

Ficou célebre a série de conferéncias de divulgacio que Sir Arthur Eddington
fez na Universidade de Edimburgo, em 1927, sobre a Mecinica Estatistica. Foram
as célebres "Gifford Lectures”.
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Eddington estava a analisar problemas ligados a termodindmica, a moléculas,
€ probabilidades, quando trouxe, a titulo de ilustracio, o problema dos macacos
dactilégrafos, que hoje constitui o célebre "problema de Edddington":

"if an army of monkeys were strumming on typewriters they might write all
the books in the British Museum".

("Se um exército de macacos batesse os teclados de maquinas de escrever
aqueles poderiam dactilografar todos os.livros da Biblioteca do Museu Britinico"):

Sem querer, Eddington estava a abrir caminho a anilise entropica e
quantitativa do problema da linguagem. Numa_ simulagio matemitica, os
hacacos e as maquinas de escrever podem ser substituidos ( e com vantagem!)
por uma fonte geradora de ntmeros aleatérios, com uma correspondéncia
bijectiva entre os inteiros e o teclado das mdquinas (letras, simbolos, pontuagcio,
e,

As técnicas estatisticas para a determinacio da entropia estio, presentemente
a ser aplicadas 2 linguagem escrita e com grande proveito, A entropia, neste
contexto, € o parimetro estatistico que mede o quanto de inesperado contém
uma fonte de mensagens, qualquer que seja a sua natureza, Uma pagina
impressa pode ser analisada no que se refere 2 ordem ou 2 desordem do texto.
Ora, uma lingua tem uma estrutura bem definida. As palavras sio constituidas
Porum certo ordenamento dos simbolos, para formarem as silabas, os ditongos,
etc ... Aquelas sdo ainda separadas umas das outras por espagos e organizadas,
segundo normas ("gramatica"), para constituirem as frases,

Surge, assim, na caracterizacdo estatistica de uma lingua, a necessidade de
calcular a probabilidade de ocorréncia de vérias ordens de sequéncias coerentes
e logicas de letras, ou de simbolos, em relagio a0 nimero total de arranjos
aleatérios, da mesma ordem, que se poderiam formar com a mesma colecgio
de letras e de simbolos. Este cilculo pode ser €Xpresso em termos de
negantropia, ou de reducio de entropia, que resulta duma seleccio inteligente
da coleccio aleatéria das letras de que se dispde. As entropias que se usam nestes
célculos, ao contririo da entropia termodindmica, sio definidas como medidas
matematicas, sem dimensdes, dessas probabilidades.

Antes de entrar no cilculo destas determinagées vamos considerar as virias
ordens de estatisticas da linguagem, neste C4aso0, escrita.
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6.2. A APROXIMACAO DE PRIMEIRA ORDEM

Comegcemos por fixar o nimero de caracteres necessarios para a linguagem
escrita. Deveremos contar com o alfabeto (23 letras) mais o k, o y e o w, que
também contam na linguagem cientifica, o que dé ao todo 26 caracteres. Mas ja
se pensou na dificuldade que seria, se as palavras ndo fossem separadas, isto &,

se ndo houvesse tipos para os espagos entre elas? Vejamos como seria:
"ésdexperimentarparavercomoseriadificilcompreenderoqueaquiseescreve”.

A semelhanga do que sucede com a lingua inglesa, em que estes estudos sio
muito abundantes, vamos considerar um "alfabeto alargado" com 28 simbolos,
incluindo o espaco e o apéstrofo (). Em rigor, deveriamos considerar além deste
"alfabeto", os nimeros digitos, as letras de caixa alta, o tipo italico, os sinais de
pontuacio, o travessdo, 0s acentos, etc.. Seriam, a0 todo, mais de 100 caracteres.

Suponhamos, no entanto, que nos detemos no nosso alfabeto alargado de 28
caracteres. Com as 28 possibilidades, se todas fossem igualmente provéveis e
independentes, a probabilidade de cada simbolo seria 1/28, a que correspon-
deria uma informag¢io por simbolo de:

h, = Log, 28

Esta seria a aproximacdo de ordem zero, que se obtém atribuindo a cada
simbolo a mesma probabilidade, e a mais desfavorivel possivel.

Voltaremos a este ponto mais tarde.

Ora, nos sabemos,, que numa lingua ha letras mais frequentes que outras e
que, devido 4 estrutura da lingua, as letras nio se agrupam indistintamente. Por
isso, devemos considerar momentos estatisticos de ordem mais elevada.
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No Quadro I, apresentam-se os valores das frequéncias reais das lingias
inglesa e portuguesa, baseadas no alfabeto alargado A, B, C .. X, Y, Z a que
correspondem, respectivamente, os nlimeros 1,2,3..26,27,28. As frequéncias
da lingua inglesa sio baseadas em Hamlet e as da lingua portuguesa sio
baseadas na anilise da obra Literatura no Brasil de Afrinio Coutinho, 1969,

QUADRO I
Frequéncias refetidas a 1000 caracteres

A B C D E F G H 1 J K L M N
Inglés 58 12 17 31 93 18 14 50 49 1 7 35 25 49
Portugués 106 3 41 46 102 8 10 4 66 1 0 24 37 50

o P Q R S T u v w X v Z " 5
Inglés 73 12 1 45 53 73 20 2 20 1 2 0 197 6
Portugués 99 23 s 54 62 44 28 12 o 1 0 3 163 0

Deste quadro conclui-se que as frequéncias do inglés e do portugués sio,
substancialmente, diferentes. Hé, no entanto, um resultado semelhante: o
espago € o tipo mais frequente em ambas as linguas (197 e 163 por 1000,
respectivamente). As palavras inglesas sdo mais curtas do que as portuguesas.

Mas comentemos o que se passa com o Portugués.

Como se v&, as probabilidades dos diferentes simbolos ndo sio iguais. Por
iss0, a aproximacio de ordem zero, que atribui a todos os simbolos a mesma
probabilidade, € a mais desfavoravel possivel, ainda que seja a mais isenta de
prussupostos. E a aproximgdo de entropia maxima.

A probabilidade P(I) do simbolo, 1, é dada, no caso geral, por:

P(D = M(D/Z M(D)

em que M(I) designa a ocorréncia do simbolo [ e £ M(D o niimero total de
possibilidades. No nosso caso ¥ M(D = 1000 caracteres.

Oespaco ¢, de longe, o caricter de maior probabilidade (0,163): logo a seguir
vem o A (0,1006) e depois, por ordem decrescente, o E,O,LS,R,N,D,T,C, M,
ULPV,GFD,H,B,X Z

Se dividirmos o niimero total de caracteres (1000) pelo niimero de espacos

(nimero de palavras), obtemos o niimero médio de 6,02 - 1 = 502 letras por
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palavra (subtraimos 1, porque incluimos o simbolo "espago" no alfabeto
alargado). Notaremos que em Inglés as palavras sdo mais curtas, porque, em
média, tem 4 letras por palavra.

A aproximagio de primeira ordem na determinagio da entropia, por caricter,
h, assenta nas frequéncias reais dos caracteres individuais, que figuram no
QUADRO L
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6.3. MATRIZES DE CORRELAGAO

A aproximagcio de segunda ordem comega a introduzir a estrutura da lingua.
Depois de escolher uma letra, a outra & seleccionada de acordo com as
frequéncias com que as letras se seguem na linguagem escrita real. Ora, em
termos de linguagem matematica, passamos, de facto, a lidar com matrizes de
covariincia ou de correlagio, como se vai mostrar.

Vamos, entdo estabelecer as matrizes de correlagio entre 0s virios simbolos,
que contém as propriedades estatisticas da linguagem. O problema pode por-
se assim. Vamos analisar o niimero de vezes em que o caracter I & seguido pelo
caracter J, depois pelo simbolo K, etc.. Esta andlise pode fazer-se a partir da
consideracdo da matriz multidimensional, cujo elemento genérico €

M, J; K L) < @9

Claro que o problema, posto com esta generalidade, levar-nos-ia a matrizes
de ordem cada vez mais elevada, de que se perderia o significado. Estas matrizes
contém informacio estatistica de ordem diferente e estio relacionadas entre si.
Assim,

M=XMD=X MILD= X M(QJJ,K.)
I L] L], K

A matriz de ordem zero é a matriz com o nimero total de "acontecimentos".

M =X MO
I

@sFundamentalemente trata-se de um problema de probabilidades condicionadas (Ver Apéndice II)
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A matriz de primeira ordem é a matriz coluna, que contém as frequéncias de
ocorréncia:

MDD = Z M, p
J

A matriz de segunda ordem, que di as correlacdes entre pares de caracteres,
pode determinar-se a partir da matriz de terceira ordem:

M, ) = Z M, J, K)
K

A matriz de segunda ordem é a mais usual e muitas vezes conduz, na
representacao grafica, ao diagrama de Shannon, ou a um diagrama de dispersio
(estatistica). Analogamente, podemos definir as matrizes de probabilidades.
Assim:

P(D = M(/Z M) = M(D)/M

representa a probabilidade de ocorréncia do simbolo genérico, I;
P, ) = M, /M)

di o elemento genérico da matriz de probabilidade, que, como se vé, se pode
obter da matriz de correlagdo. Representa a probabilidade de que o caracter J
s siga ao caracter I. Por outro lado,

P, J, K = M, J, Ky/M, J)

representa a probabilidade de que o caracter K se siga 4 sequéncia (I, J), etc..

Em cada lingua as probabilidades de diferentes ordens t&m valores bem
definidos.

Ja fizemos algumas consideracdes sobre a aproximacio de primeira ordem
(frequéncias reais, ou probabilidades de simbolos isolados) e sobre a aproxi-
macio de ordem zero (igual probabilidade).

Vejamos, agora, alguns aspectos importantes sobre a matriz de correlacio
P(L)) que & do tipo 28 x28. Assim, P (27, ]), € o termo da coluna 27 e da linha
J da matriz e representa a probabilidade das palavras que comecam por J, em
que J designa uma letra qualquer.
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Por outro lado:

¥ M(27, D = M(27) = 1000 caracteres
J

O elemento M(1, 27), ou P(1, 27), representa a probabilidade de o A ser
seguido por um "espaco", isto €, a probabilidade das palavras que terminam por
A; o elemento P(27, 1), representa a probabilidade de um "espago" ser seguido

orum A, isto é, a probabilidade das palavras que comeg¢am por A. Os elementos
p(17, 21) e P(21, 17) s3o muito diferentes: enquanto o primeiro representa a
probabilidade de que a0 Q se siga o U (o que é muito comum), O Outro
representa a correlagdo de que ao U se siga um Q, o que ndo € nada comum.
As matrizes M(I, ) e P(1, J) ndo sdo em geral simétricas: por exemplo, o ditongo
Al é diferente de IA tempo do verbo ir. Logo, P(1, 10) # P(10, 1). Ha na lingua
portuguesa alguns casos em que oS elementos das matrizes podem ser iguais.
£ o caso de M(18, 18) e de M(19, 19), que correspondem 4 repeti¢ao doR,edo
s, respectivamente. Em geral, os elementos P(J, ]) sio muito pequenos, ou nulos,
4 ndo ser nos dois casos anteriores. Claro que a probabilidade de ocorréncia de
ditongos é relativamente, elevada na lingua portuguesa e os elementos
correspondentes na matriz M, ) em que I, J formam um ditongo, assumem
valores também elevados. Por exemplo, M(5, 9) tem valores elevados, porque
o ditongo EI é muito frequente na lingua portuguesa. No caso de se considerar
o elemento M(27, 27) = 0, significa que se evitam sequéncias longas de espagos,
etc..

Podiamos prosseguir estas consideragoes, recorrendo a matrizes de terceira
ordem, que contéem muitos mais elementos da estrutura da lingua. Mas, as
matrizes de terceira ordem podem obter-se a partir de matrizes de segunda
ordem, como vamos mostrar. Consideremos a sequéncia ordenada de trés
caracteres I, J, K em que ambos I e K sdo previamente especificados. A
probabilidade de obter o J entre 0 T e o K & dada por:

P(, J, K) = M(, J, K)/Z M, J, K) = M, J, K)/N(, K,

em que N(I, K) designa a matriz de correlagdo entre caracteres alternados. Por
outro lado, a probabilidade de obter o simbolo J a seguir ao I &:

P(I, ) = M, J)/Z M, 1) = M, J)/MD
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€ a probabilidade de obter um J antes de um K é.
PU,K)=M(,K) /% M(, K) = M(J, K) / M(K)

Pelo teorema das probabilidades compostas, sabemos que;
P, J, K) = P, ) P, K)

€, portanto:

P, J, K) = N(I, K) [M@ D/ M®D]. [M, K) / M(K) ]

Logo, a matriz de terceira ordem P(J, I,

K) pode obter-se a partir de matrizes
de segunda ordem, como pretendiamos

maostrar.
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6.4. A ENTROPIA DE VARIAS ORDENS NA LINGUAGEM
Consideremos, mais uma vez, a féormula de Shannon:
H = -Z P(I) Log, P(D

em que, por utilizar a base 2, H vem expressa em bits (ver Apéndice ID).

A grandeza H corresponde, como se sabe, 4 medida estatistica do nimero de
bits por "tipo", necessirios para transmitir mensagens em codigo. Notaremos
que:

- Log, P(D) = Log, [ 1/P(D ]

e representa o nimero de bits necessarios para especificar uma lista de 1/P(D
caracteres. Em especial quando hd N simbolos na lista:

P(I) = const. = 1/N

a equacio de Shannon representa o niimero de bits necessarios para especificar
N "acontecimentos" igualmente provaveis.

Mas, em geral, os P(I), isto &, as probabilidades de ocorréncia de um dado
tipo sdo diferentes. Tem que se conhecer as varias probabilidades reais de
ocorréncia P(1), P(2) ... P(N) para obter informagio, mais apurada, porque, a
férmula de Shannon da-nos o niimero médio minimo de bits necessarios para
especificar o niimero de escolbas possiveis, que podem ocorrer de enire N
possibilidades diferentes, com as probabilidades P(1), P(2), P(3) ...

Aplicando estas consideracdes a um texto de linguagem escrita, aquela
expressao di-nos o valor médio da entropia por cardcter e este parimetro
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constitui uma das caracteristicas da lingua. Os valores obtidos sdo independen-
tes da ordem pela qual o texto & lido, ou esti escrito. Vamos, entdo, determinar
0 nimero minimo médio de bits, por caracter, para transmitir uma mensagem
numa dada lingua. Consideremos o Inglés e o Portugués, por exemplo.

Os resultados obtidos dependerio, como é natural, das propriedades
estatisticas da lingua. Além disso, devido 4s variacdes de estilo dos diferentes
autores, ndo se pode esperar uma resposta tinica e precisa. Vemos que h razées
para admitir que as linguas reais obedecem ao Segundo Principio Fundamental
da Termodindmica. As respostas dependerdo, sempre, do texto particular que
se analisa, mas as diferencas sdo relativamente pequenas. A estrutura da lingua,
€, de longe, o factor predominante e as pequenas variacbes constituem até um
indice para a identificacio de um autor.

Vamos rever como se calcula a entropia por caracter, numa aproximacio de
"ordem zero". Suponhamos que dispomos dum alfabeto de 28 caracteres (23
letras + 3 (K, We Y) + 1 espaco entre palavras + 1 apostrofo). Neste caso N=28.
supondo que todos sio equipardveis, a probabilidade P(I) de cada caracter &
1/28.

Logo, a equacio anterior da:

h, = Log, 28 = 4,80735 bits/caracter

Claro que, neste €aso, 0 numero minimo de caracteres necessarios é:
C,=2"=28. Com este alfabeto, e nesta aproximacao, todas as linguas seriam
equivalentes: ndo haveria diferenca entre o Portugués e o Inglés.

Numa aproximacio de primeira ordem, a entropia por simbolo, que repre-
sentamos por h, requer o conhecimento das probabilidades reais de ocorréncia
dos elementos individuais do "alfabeto”.

Aceitamos que os simbolos sio independentes entre si e que nio ha
influéncia de letras adjacentes, nem preferéncias, por enquanto, para se
formarem pares, tio comuns na lingua portuguesa tais como QU; CH; NH; A
AU. As probabilidades reais podem determinar-se da observagio da lingua real.
No caso de 28 caracteres a probabilidade de ocorréncia do simbolo I, isto &, P(I)
pode obter-se somando as linhas da matriz de correlagio de pares M(, J):

P(D =X M{, )/ £ T M{J,
Os valores das probabilidades da ocorréncia dos varios simbolos em Inglés

¢ em Portugués sio muito diferentes, como se depreende da anilise do
QUADRO I. Aplicando a equacio de Shannon, obtém-se para a lingua
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portuguesa um valor de h, = 3,91 bits/caracter, a que corresponde um niimero
minimo de caracteres dado por 23*' = 15,03. Para a lingua inglesa teriamos um
valor de h, = 4,106 bits/caracter a que corresponde um niimero minimo de
caracteres dado por 2"= 17, 21. Em qualquer dos casos o "alfabeto” reduzido
necessdrio € inferior ao alfabeto disponivel de 28 simbolos. Como se v&, ao nivel
de uma aproximacio de primeira ordem, hi uma redundincia visto que ha um

"excedente" de 11 caracteres. Em termos de entropia, a redundincia é (Apéndice
I1D:

480-391 391

R = i
4,80 HED

= 0,185

Numa aproximacio de segunda ordem comega a introduzir-se a estrutura da
lingua. Depois de escolhida uma letra (ou um caracter), a outra é seleccionada
de acordo com as frequéncias com que as letras se seguem. Assim, na
aproximacdo de segunda ordem, a determinagio, h, da entropia por caracter,
tem que tomar em consideragio a probabilidade P(1,]) do caracter J vir a seguir
ao caracter I.

Suponhamos que se fixa o sinal I. A probabilidade de que o tipo que se lhe
segue seja J pode obter-se a partir de correlagio, M(1,)), notando que:

P = MA))/ ZMAD, tal que £ P(L)) =1

A entropia, em bits, necessaria para especificar um nimero de escolha é uma
func¢do de I, isto €, depende da histéria passada, ou seja, do caracter inicial que
se fixou:

H®D = - X PA,)) Log, P

Finalmente, pretende-se encontrar o valor médio de H(I) para todos os
caracteres iniciais I = 1 a 28. Este valor médio serd minimo, porque H(I) ji é
minimo. Logo, a aproximagio de segunda ordem para o cilculo da entropia por
carater, hz, é:

h, =2 P, T P1)) Log, P(L)

em que as probabilidades se podem obter a partir da matriz de "pares de
correlacao" M(I,]), como vimos.
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Usando uma matriz de 28 x 28, obtém-se para as linguas portuguesa e inglesa,
os valores respectivamente, de:

h, = 3,11 bits/caracter

h, = 3,308
a que corresponde para a lingua inglesa um ntimero minimo de caracteres:
25.308 = 9,905

inferior aos dois casos anteriores ("alfabetos" de 17, de 21 e de 28 caracteres).

A determinagio da entropia pode, em principio, estender-se a ordens cada
vez mais elevadas de correlagio. Por exemplo, na aproximacio de terceira
ordem, cada novo simbolo & escolhido tomando em consideracdo a probabili-
dade com que ocorrem os dois anteriores. Nestas condicOes, tem-se para a
entropia:

h, = -ZP(D Z P X PIJK) Log, P(JLK)

Quanto mais elevada for a ordem de aproximacio, menor é a entropia
(expressa em bits) e menor € a lista de simbolos ("alfabeto") necessérios para
transmitir uma mensagem.
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6.5. ALGUNS COMENTARIOS

A anilise estatistica da Lingua Inglesa tem vindo a ser feita por varios autores
desde os trabalhos iniciais de Brillouin e de Shannon. Ao contririo, poucos
estudos semelhantes se tém realizado para a Lingua Portuguesa. As referéncias
que utilizamos baseiam-se, como ja referimos, na andlise estatistica da obra de
Afrinio Coutinho, A Literatura no Brasil (1969). Na cadeira de Termodinamica
Generalizada temos sugerido este tema entre outros, aos Srs. Alunos para o
Trabalho Final Complementar da Cadeira. E os resultados sao muito interessan-
tes. Damos em Apéndice, a titulo de exemplo, um resumo de um desses
trabalhos.

Uma andlise estatistica, mais refinada, permite avaliar a probabilidade de
ocorréncia de silabas e avaliar o nimero médio de silabas por palavra e, depois,
relaciond-lo com a entropia.

Uma das interpretacdes mais simples que se pode apresentar € a de que,
quanto menor for o valor da entropia, tanto maior é a informacio por silaba. E
interessante assinalar, que todos nds temos ideia de que as palavras inglesas sdo
mais "curtas" do que as portuguesas, ou do que as das linguas novilatinas. Com
efeito, a andlise da Epistola de Salustio apresenta um nimero médio de silabas
por palavra de 2,48 e uma entropia de 0,64 bits, em contraste com os valores de
1,29 e de 0,29, respectivamente, resultantes da anilise de Otelo de Skakespeare.

Mas hi problemas a outro nivel e que serdo referidos oportunamente. As
letras formam silabas e estas palavras, que estdo organizadas em frases, devendo
satisfazer ds normass da gramaitica. Impdem-se assim, constrangimentos 2
formacio das palavras e a sua disposi¢io no discurso,

A anilise estatistica duma lingua é um problema eminentemente pluridisci-
plinar, que envolve muitos dominios do saber.
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Deve acentuar-se que os resultados obtidos assentam, exclusivamente nas
propriedades estatisticas das duas linguas.

Ora, por causa do estilo dos virios autores, nio se podem esperar respostas
absolutamente precisas. H4, portanto, razio para aceitar ‘que a linguagem real
€ uma "vitima" do Segundo Principio da Termodinimica. E certo que a estrutura
de uma lingua € o factor predominante e as pequenas variacdes constituem
muitas vezes um indicio para a identificacio de um autor. (Ver Apéndice IV)

Antes de encerrar esta pequena incursio pelos campos da linguistica
matematica devemos acentuar que o conceito quantitativo de informacio nio
contém juizos de valor sobre a utilizabilidade, ou sobre a relevincia do que esta
escrito. O mesmo contéudo de informacdo pode dizer coisas muito diferentes
conforme a inteligéncia, a sensibilidade e a cultura do escritor que a produz e
a do destinatirio que a recebe.
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7. ENTROPIA COMO DISCRIMINANTE

Entropia da Informagio passou desde a sua criacdo por Shannon, com a
cumplicidade de Von Neumann, a ter um conjunto de significados que tornaram
o conceito fugidio. Este facto, tem como consequéncia um alheamento conti-
nuado em relagdo a possibilidade de medir e portanto utilizar um conceito
basilar na teoria da informacio.

No entanto, temos a possibilidade da medi¢io expedita, eficaz, precisa e
rigorosa da entropia de um sistema quando a informagao que emite é suportada
pelo espectro electromagnético, designadmente, pela luz.

Vale a pena entio rever brevemente o conceito da medida da entropia,
atilizando sistemas de visio convencionais e ilustrar a capacidade do método de
medicio pela aplicagdo em trés grandes sectores industriais e um das industrias
dos servicos: téxtil, curtumes, papel e em cartografia.
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7.1. MEDIDA DA ENTROPIA DA INFORMACAO NO CONCEITO DE
SHANNON

A questio, fica enquadrada pela defini¢do de Shannon ou se se quizer pela
utilizacio que Shannon faz para conseguir uma quantidade de informagdo
calculada a partir de um conjunto de mensagens. Para Shannon a quantidade de
informacio ndo fica agarrada 4s mensagens e a todas as ligacoes entre receptor
e emissor no plano da semintica e do relativismo, antes fica definida pelas
probabilidades que essas mensagens t€m ou nao de ser emitidas. Se se quizer
trata-se de informacdo despojada de conhecimento.

£ neste 4mbito que a medida da quantidade de informagao de Shannon traduz
uma propriedade intrinseca dos sistemas que se traduz, como repetidamente
vimos na célebre equacio, da entropia da informagao, H:

N
H=-Z p, logp, (
i=1

em que p, é a probabilidade da mensagem i. O suporte da mensagem é
irrelevante para a definiggo.

O valor de H é caracteristico do sistema num determinado estado macros-
copico. A alteragdo quer da forma (na variante da informacio), quer do estado,
produz modificagdes na medida que porventura se faca de H. Neste sentido a
entropia da informagio, como caracterizadora de um sistema, pode ser utilizada
como discriminante. Alids, do mesmo modo que no dominio espago - tempo,
o conceito de acontecimento, num determinado instante, divide o passado e o
futuro, e na varidvel espaco podemos aferir a variagdo nas dimensoes do sistema
e na energia as alteracdes do seu comportamento, também a informacio pode
ser empregue para aquilatar a variabilidade de qualquer sistema. Para o fazer




186

basta que, tal como acontece para as medidas do tempo, espaco e energia, exista
um meétodo que leve 4 medida da quantidade de informacio, sinénimo de
entropia de informacio definida pela expressio anterior.
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7.2. MEDIDA DA ENTROPIA DA INFORMACAO

Para medir a entropia da informagio de um sistema, de acordo com aquela
expressio, basta medir a probabilidade de cada uma das mensagens que ele
emite. Entdo para a medicio, a natureza do suporte das mensagens € de grande
importdncia, uma vez que a detec¢do da mensagem € a medida da sua
probabilidade sio os factores essenciais.

Nestas circunstincias a medida da entropia da informacdo, seja de que
sistema for, serd sempre dentro de uma gama de mensagens da mesma natureza,
uma vez que nio haverd sensores que permitam reconhecer instantaneamente
as mensagens suportadas por todo o tipo de emissdo corpuscular ou radiactiva
e avaliar a probabilidade de ocorréncia de cada uma delas. Assim sendo, a
medida da entropia da informacio, s6 podera ser utilizada para efectuar
comparagoes quando diz respeito ao mesmo elenco de mensagens.

Uma vez assegurada a uniformidade referida, a medida da entropia da
informacio fica muito facilitada. Basta que exista um sensor que atribua uma
probabilidade para cada mensagem.
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=.3. MEDIDA DA ENTROPIA DA INFORMACAO NO ESPECTRO VISIVEL

Quando as mensagens, que sio escrutinadas, tém por veiculo a luz, a tarefa
da medida da quantidade de informagio fica bastante simplificada.

Uma cimara CCD (charge coupled device), ligada a um sistema de digitali-
zacio de imagem, figura 12, permite medir a probabilidade da quantidade de luz
emitida num espectro largo por uma irea definida pela ampliacao do sistema

CAMARA ECRAN
e & € ccp VIDEO

BOARD A
DE DIGITALIZADOR t
visio |
ECRAN PC DISTRIBUIGAO
VIDEO NivEss 0 ¢

SOFTWARE DO
AL )

DA
ENT! L3

ENTROPIA DA IMAGEM v

:ENTROPIA DA
INFORM,

Fig. 12 - Diagrama de blocos para a medida da entropia de informagao.




' 190

optico e pelo pixel definido pela resolugio do CCD. A quantidade luz na
imagem, ou seja, o nivel de cinzento de cada pixel € registado e obtem-se de
imediato uma fungio de distribuicao de niveis de cinzento, figura 13.

Fig. 13 - Distribui¢cdo tipica de niveis de cinzento de uma imagem. Entropia: 2,243

A partir da funcdo de distribuicdo das mensagens, constituidas neste método :
pela iluminacio da imagem do sistema, o emprego da expressao de definicio i
de entropia da informacio permite, de imediato, o seu cilculo.




191

7.4. APLICACOES DA ENTROPIA DA INFORMACAO COMO
DISCRIMINANTE

A medida da entropia da informacio de um sistema, a partir da medida da
mesma quantidade referida a uma imagem, permite seguir aquele parimetro, em
tempo real, mesmo para sistemas com estruturas altamente complexas. Quer
pela complexidade, quer pela importincia econdmica dos sectores industriais,
os processos téxtil, do papel e dos curtumes sio exemplos da aplicagio
ilustrativos da aplicabilidade da entropia de informagio como discriminante na
detecgdo de anomalias nos processos de fabrico e de defeitos no produto final.
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7.4.1. SECTOR TEXTIL
7.4.1.1. PENTEACAO

Processos de fabrico, como é o caso da penteagio de 14, passaram a poder
ser completamente aferidos. Neste caso a interpretagdo, sempre ligada a entropia
da informacio, da ordem e da desordem que atribui 4 desordem um valor mais
clevado da medida entropica tem uma realidade palpavel. Com a energia gasta
na penteagio almeja-se tornar um conjunto de fibras orientadas caoticamente
num conjunto de fibras paralelizadas. Com o processo de penteacao pretende-
-se diminuir a entropia do sistema.

\
S
~ (bits)

4604

am T T T T T T ]
1 2 3 4 5 6 Combing steps

Fig. 14 - Evolugdo da entropia de informagao ao longo da penteagdo de la
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O resultado do seguimento do valor entrépico da 13 penteada, utilizando o
meétodo descrito, ao longo das etapas do processo mostra claramente uma

evolugdo no sentido de uma maior ordem no sistema com a consequente
diminuicio da entropia de informacio.




7 4.1.2. MEDIDAS DE PILOSIDADE DE FIOS TEXTEIS
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A caracterizacdo do grau de pilosidade de fios é um dos exemplos mais
paradigmaticos da capacidade da utilizagio do método de medida de entropia

aqui descrito.

Mbile ras plan

Fig.15-(a)Imagemde umfio téxtil sempilosidade e (b) a correspondente distribui¢do de niveis

de cinzento. Entropia: 0,678
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Mbiia Faa pian
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Fig. 16 - (a) O mesmg fio da figura 15 com pilosidade e (b) q respectiva distribuicdo de niveis
de cinzento. Entropia: 0,7069

Para os dois casos €Xpressos nas figuras 15 e figura 16 a variacao de entropia
de informacio é no sentido que a teoria preve, A uma maior pilosidade associa-
5€ uma maior desordem 2 que corresponde uma maior entropia.
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7.4.1.3. CARACTERIZACAO DE DEFEITOS EM TECIDOS

A determinacdo de forma automitica de defeitos em tecidos constitui uma
tarefa de substituicio de uma actividade humana que melhor se pode descrever
como sabedoria. Recorrer a0s sistemas computacionais para resolver tais casos

traduz-se, quase sempre, por uma grande limitagdo de resultados. A detecgdo
de defeitos em tecidos é um destes casos.

|31iothegus Inage \M.50
s o nivesux da gris
vissalisation

retiale (Y0 raz plan

Fig. 17 - (a) Imagem de uma malha sem defeitos e (b) a respectiva distribui¢do de niveis de
cinzento. Entropia: 3,1673
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Parece, no entanto, que a caracterizacdo de tecidos por um pardmetro de
medida da informacio constituird um avanco no sentido da tomada de decisio
baseada em apenas um pardmetro, a entropia da informacio.

Assim, no dominio da informacio um defeito é qualquer variagio da entropia

da informacio do tecido relativamente ao valor que € medido para o tecido sem
defeitos.

biblictheyes image .80
inagwe on nivmesx du gris
visualisaties

| 7lan source ®a2 1

eaitioa T 188 veler 14
| borme inf : 8
| dorss mp : 7200

mad lame s
i' woyesma 0

acart typs : 75

Mblie reslplan

Fig. 18 - (a) A mesma malha que na figura 17 mas com defeitos e (b) a respectiva distribuicdao
de niveis de cinzento. Entropia: 3,2806

Os exemplos ilustrados nas figuras 17 e 18 representam casos tipicos e con-
cludentes.
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7.4.2. SECTOR DO PAPEL

A distribuicio espacial das fibras no papel dita um conjunto de propriedades
fisicas e quimicas determinantes do aproveitamento que dele se faz.

Fig. 19 - Imagem de papel Kraft. Entropia: 2 ,243
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Antes da possibilidade de determinagio do grau de desordem na distribui¢io
espacial das fibras que a medida da entropia da informagio trouxe, a medida
da heterogeneidade na distribuicdo requeria métodos baseados na difraccio
Optica. Estes implicam a utilizagio de lasers, que tém sempre uma vida limitada,
€ O lratamento em paralelo de grande ntmero de dados uma vez que a medida
tem que ser feitas numa 4rea suficientemente extensa.

A diferenga em entropia da informagdo mostra, para o exemplo da figura 19
claramente uma grande diferenca caso se trate de um papel Kraft ou papel
normal (Fig. 20).

Fig: 20 - Imagem de papel para impresséo. Entropia: 2,649

O primeiro corresponde a uma distribuigdo espacial mais caética enquanto
que o segundo apresenta uma distribui¢io espacial bastante mais ordenada uma
Vez que neste tipo de papel mercé do processo de fabrico, as fibras tendem a
organizar-se segundo uma direccio preferencial.
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7.4.3, SECTOR DOS CURTUMES

Mais uma vez a caracterizacio de uma pele e a consequente monitoracdo de
desvios ou defeitos ndo € um problema a que a ciéncia de computagio tenha

dado resposta cabal.
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Tal como "chegar a horas", nido € chegar antes nem depois, um defeito &

qualquer variagdo, para mais ou para menos, do valor estipulado para a entropia

da informacgao.
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7.4.4. CARTOGRAFIA

As espécies agricolas quando localizadas numa forma densa no terreno
apresentam caracteristicas de distribui¢ao espacial que Ihe sdo peculiares. E o
caso de um olival em que oliveiras que ocorrem, muitas vezes, €m espagos onde
hé outras espécies agricolas nomeadamente sobreiros.




m (figura 23) pode constituir-se um
daquela regiio agricola (figura 23).

Fig. 24 - Mapa entrdpico da distribuicio das oliveiras e sobreiros.

Para este caso, tomando como valor descriminante da entrop
4,5 bits constréi-se para a zona nio ocu

uma mdscara que deixa ficar na image

ia de informacio
pada por oliveiras, a partir da figura 24,
m apenas o olival.
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A contagem das oliveiras e a sua cartogrfia a partir desta fase sio imediatas,
como mostra a figura 25. A contagem das oliveiras (1761) verificou-se ter apenas
um desvio de cinco por cento em relacio ao seu nimero efectivo.

Fig.25 - Imagem obtida da figura 23 depois de filtratla pela mdscara entrdpica da figura 24.
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7.5. CONCLUSOES

A entropia de informagdo é uma grandeza de ficil medida na zona do
espectro electromagnético quando € possivel organizar a informac¢do numa
imagem.

A utilizacio desta grandeza como discriminante revelou-se eficaz na reso-
lucio de um conjunto de problemas, sem solu¢do anterior, em dominios tio
complexos e dispares como sdo o téxtil, o papel, os curtumes € a cartografia
temitica de espécies agricolas.

A entropia da informagio sendo um parametro global indicador de textura,
arquitectura e ordenamento (estrutura) facilita a tomada de decisoes.

'A entropia de informacio fica, para a informacio, em pé de igualdade com
parametros globais inferidos do espago, do tempo e da energia.




COMPLEXIDADE.INFORMACAQ.COESAO
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1. COMPLEXIDADE E COMPLEXIDADE DE COMPORTAMENTO

- Complexidade é quase sempre confundida, ou simplesmente tida como com-
plexidade de comportamento.

Existe, contudo, uma grande diferenga. Ha sistemas complexos, isto €,
sistemas que encerram ou abrangem muitos elementos, ou partes, com compor-
tamentos bem previsiveis, dirfamos mesmo simples, e existem sistemas muito
simples com poucas partes ou elementos com enorme complexidade de com-
portamento. |
" A complexidade de comportamento de um sistema nao tem que ver com a
sua complexidade intrinseca. A complexidade de um sistera & independente do
respectivo comportamento entendido como a sua conduta em termos da
predictabilidade da sua evolugdo.

A complexidade provém primordialmente, do nimero de componentes ‘
enquanto que a complexidade de comportamento se deve ao tipo € ao grau de
 ligagdes. Assim sendo, a complexidade & fun¢do do nimero de constituintes,
considerados elementares, do sistema.

A complexidade do sistema U, C(1), é tal C que se:

U= U,
entao:
C(L) = C(U) + C(U)
Sem davida que hd um grande nimero de medidas do sistema capazes de

satisfazer s condicdes anteriores. Mas, certamente, a mais conveniente € o
proprio nimero de constituintes do sistema, N.
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Assim, a medida mais eficaz da complexidade de um sistema em que 0s
subsistemas U e U, téem respectivamente N, e N, constituintes é dada por

C(W) =N, +N, =N

Esta medida de complexidade nio estd, de maneira alguma, directamente
relacionada com a complexidade de comportamento. Basta notar que a com-
plexidade é uma propriedade extensiva e linear; um comportamento altamente
complexo € nio linear.

No entanto, tem que existir entre eles alguma relacio. Essa relacdo é feita pela
quantidade de informacio do sistema, que ndo depende do nimero de
constituintes, mas do tipo de ligagGes e da sua diversidade. Assim, um sistema
complexo em que existe simplicidade de informacio nio pode ter compor-
tamento complicado. Se 0 mesmo sistema tiver uma grande quantidade de
informagio torna-se num sistema de comportamento complexo.

A complexidade de um supermercado arrumado e a complexidade de um
supermercado desorganizado é a mesma. No entanto, a vatiacio da complexi-
dade de comportamento do primeiro, relativamente ao segundo é muito grande,
A diferenca reside na quantidade de informacio do supermercado desorgani-
zado ser maior do que a do supermercado em que os produtos estio no seu
lugar.

Também um cristal que funde tem 2 mesma complexidade que o liquido em
que se transformou. Mas, o liquido tem uma complexidade de comportamento
muito maior quando comparado com a do cristal. A variacio da quantidade de
informagio é responsavel pela alteragdo da complexidade do comportamento.

Por outro lado, & possivel incrementar a complexidade do sistema mantendo
uma baixa complexidade de comportamento. Basta para tal que a quantidade
de informacio seja mantida a niveis baixos.

A evolugio biolégica é o exemplo mais acabado deste facto. A evolugio tem
sido sempre no sentido de sistemas mais complexos, associada a uma cada vez
maior simplicidade de informacio.

Tudo se passa como se se pudessem construir diagramas de fase de
comportamento. Em vez de ser, por exemplo, pressdo, P, e temperatura, T, nos
€ixos passariamos a ter complexibilidade e quantidade de informacio.

Como ilustracdo consideremos o caso da dgua nas suas trés fases, Se na figura
26 onde esti pressio P, e temperatura T, passarem a estar complexidade e a
quantidade de informacio, o incremento da complexidade de comportamento
coincide com as diferentes fases.

A complexidade de comportamento para o uso de moléculas da dgua na fase
vapor € maior do que na dgua liquida e a desta €, por exemplo, inferior i do gelo.
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Nio quer isto dizer que, internamente, a cada um destes estados nado corres-
pondam, em sentido inverso, ligacbes cada vez mais intricadas. De facto, as
ligacdes que mantém o gelo coeso sa0 mais dificies de descrever do que as que
se estabelecem no vapor de dgua. Isto mostra a relatividade da nocgdo de
complexidade de comportamento.

1 Atm.

Liquido

COMPLEXIDADE
PRESSAO

—
o

TEMPERATURA
QUANTIDADE DE INFORMAGAO

Fig. 26 - Diagrama das fases do vapor de dgua.

Para o observador externo, o vapor de dgua tem um comportamento mais
imprevisivel do que o gelo. No entanto, para a molécula de OH, é mais dificil
manter as ligacdes no cristal de gelo, com permuta de electroes, vibragdes de
rede cristalina, acerto de 4ngulos entre moléculas do que a mesma molécula
vaguear ao sabor de correntes de convecgdo e agitacdo térmica no vapor de
dgua.

Neste sentido, a complexidade definida & em termos absolutos enquanto que
a complexidade de comportamento aparece como um fenémeno altamente re-
lativista.

A relacio que possa medir, para um observador externo ao sistema, a sua
complexidade de comportamento € a sua manutencdo tem que ver com a
quantidade de informagdo medida pelo observador.

Sendo a estrutura de um sistema a forma como as diferentes partes que o
compdem estdo dispostas umas em relagao as outras, podemos definir pro-
priedades dessa estrutura. : -

Se chamarmos coesio a capacidade de uma estrutura de um sistema se manter
com um determinado comportamento, o estabelecimento de uma funcio de
coesdo para uma estrutura de um sistema corresponde ao estabelecimento dos

parimetros que a mantém e a destroem.
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2. FUNCAO DE COESAO DE ESTRUTURAS LIGADAS POR
INFORMACAO

2.1. DA INFORMACAO A COESAO

Consideremos a possibilidade de conhecer o grau de coesdo de estruturas
mantidas por informacdo. E o caso de todas as estruturas de sistemas, em
particular as geradas pelos seres vivos designadamente as estruturas sociais. A
sua manutengio depende de um fluxo apropriado e ajustado de informagao. O
seu progresso requer um acréscimo de possibilidades do niimero de fontes de
informacio. A fragilidade de tais estruturas humanas &, historicamente, bastante
evidente. Os socidlogos falam, entre outros conceitos, em compreensao, espirito
do corpo, solidariedade.

A quantificacio do grau de coesdo de uma estrutura, que nao € mantida pelas
forcas normalmente consideradas quando se trata de obtencdo das leis fisicas de
sistemnas cujos constituintes sdo ligados pelo espaco, tempo e energia pode ser
explorada a partir da quantidade de informacio.

O problema consiste no cilculo da coesiao de uma estrutura, que existe num
sistema, numa situacdo de alternativa a outra também possivel para 0 mesmo
sistema. O problema aqui tratado diz respeito as situagdes em que hd duas
estruturas alternativas presentes. Para as estruturas sociais implementam-se,
conforme o sistema em causa, conceitos para significar as duas alternativas
sempre presentes num sistema., )

Assim, na sociedade humana existem a cidade e a anarquia, o exército e o
bando de homens, a evolugdo no sentido do bem estar e a degradagio.

Sabemos que existe uma variedade aprecidvel de defini¢des do que € infor-
macdo. H4, mesmo, um conjunto numeroso de medidas de quantidade de
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informacio. Sendo a informa¢do uma varidvel tio fundamental como o espaco,
o tempo e a energia, existe uma grande dificuldade na sua defini¢do tal como
acontece quando se quer dar uma definigdo do que € o espago e o tempo. A
informacio, estd como estas Gltimas varidveis, imersa na realidade.

A informacio é medida pela quantidade de informacio tal como foi definida
por Shannon. A fung¢io de coesdo obtém-se por comparacio entre a variacao da
quantidade de informagio a que o sistema se sujeita quando se dd uma transi¢do
do estado dos seus elementos constituintes e a quantidade de informacdo que
um observador exterior obtem quando tal acontece.
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2.2. DEFINICAO DA FUNCAO DE COESAO

Um sistema construido por N elementos todos discerniveis, e independentes,
num determinado estado, tem potencialmente em si uma entropia maxima,
H_, (N) dada por:

H_ (M) =logN ()

Se 6 desses elementos sofrerem uma transi¢ao de estado, que pode ser a sua
retirada do sistema, o novo maximo de entropia para o sistema, H_ (N,0), €
dado por:

H__(N,o) = log (N-0) @

A diferenca H__(N) - H__ (N,0) representa a perda de quantidade de
informacio quando o sistema passa de N para N - ¢ constituintes.

AH,,, (N,0) = - log (1 - 3

AH_, (N,0) € uma grandeza propria do sistema.

Quanto maior fér AH__ (N,6) maior € a dificuldade do sistema para actuar
como fonte de informacdo (maior dificuldade em se fazer notar).

Mas quando num sistema existe uma estrutura, a quantidade de informagao
observada H_,  (N,6), quando G constituintes mudam de estado é forcosamente
superior a AH__ (N,0). Essa diferenca ¢ a marca da existéncia da estrutura.

Entio, quando se verfifica a condicdo:

H, (N,o)>AH__ (N,o) ®
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existe no sistema uma estrutura coesa. Nestas condi¢des a quantidade de
informacio que a transicio de estado gera quando hd estrutura € superior @ que
seria de admitir se todos 0s constituintes ndo estivessem ligados numa estrutura
com coesdo. Assim sendo, a fungio,

‘Hobs (N’G)
LNG =— -1 3)
AH__(N,6)

descreve a evolucdo da coesio de uma estrutura mantida por informagdo com
G. Quando:

x (N,0) >0 (6
a estrutura mantida por informacio estd coesa. Quanto maior for X (N,0), maior
€ o seu grau de coesdo.

Pelo contririo, sempre que,

Y (N,6) <0 ‘ @)

a estrutura coesa € substituida por uma estrutura sem coesao.
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2.3. QUANTIDADE DE INFORMACAO OBSERVADA EM DUAS ESTRUTURAS
ALTERNATIVAS DE UM SISTEMA

As estruturas alternativas num sistema aparecem pela complementariedade
dos estados dos elementos constituintes que mutuamente se excluem. Sempre
que haja dois estados possiveis, estado 1 e estado 2, com probablhdades p. e
p, de existirem, se forem alternativos,

p,*p,=1 )]

Geram-se, assim, duas estruturas cujas quantidades de informacdo obser-
vadas tém o comportamento que mostra a figura 27 (a) e a figura 27 (b)

-
14 N,
Hapa(N, N0 Hota(Ne)

0 Ve ;UIN 0 Ve 1 /N

Fig. 27 - Quantidade de informagéo da estrutura com probabilidade de elementos constituintes
p, (figura 27 (a)) e p, (figura 27 (b)).
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Da soma das curvas da figura 27 resulta a bem conhecida curva de Shannon
(Fig. 28):

HShannoh‘
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!
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!
|
1
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[
|
1
i
]
|
1
!
'l

1

Fig. 28 - A soma das quantidades da funcéo resultante das duas estruturas alternativas dé a
curva de Shannon.

No caso de haver o elementos removidos do conjunto N de elementos no
estado 1, a quantidade de informagio observada da estrutura de que faziam parte
€ dada por:

H,, No) =- £9) 1o, (o) ©

N N
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A quantidade de informagio observada da estrutura alternativa para OS
mesmos elementos é dada por:

N0 g 20 10)
N

H,(NN-0)=-
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3. COMPORTAMENTO DA FUNCAO DE COESAO PARA O CASO
DE DUAS ESTRUTURAS ALTERNATIVAS

Substituindo na funcio de coesdo, definida na equacio (5),2 fungio H  _pela
quantidade de informacio definida pelas equagoes (9) e (10) resultam as
seguintes funcdes de coesdo para as duas estruturas aleternativas:

g 18]
log

N N
x(N, 6) = -1 (1D

log (1 .o,

N
(&4
N-0 Jog(1--<)
YN, N-0) = N Y 2], e (12)
log (1-—%) N

A equacio 12 dé para a fun¢do de coesao valores positivos para probabili-
dades de perda dos elementos constituintes do sistema inferiores a 0,3. Para

taxas de perdas superiores a este valor a fun¢do de coesdo toma valores
negativos (Figura 29).
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X(N,o)

Fig. 29 - A funcdo de coesao fica negativa para valores de GIN superiores a 30%.

Da equagio 13 resulta que x(N, N- 6) tem sempre valores negativos seja qual
fér o valor de ¢ e de N, desde que ¢ # N (Figura 30).

X(NN-g)
e -
) Y — 10 U/N
 — |
A LT R

Fig. 30 - A fun¢do de coesdo da estrutura alternativa resultante da perda de elementos do
sistema é sempre negativa.
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A comparacio da coesio y(N,0) e de y(N, N - o) (figura 31) mostra que

a coesio da estrutura ligada por informacio a partir de uma perda de 50% dos
elementos fica irreversivelmente sujeita 4 degradacio.

X

"
X{NN-0o)
Fig. 31 - Comparagdo entre %(N,c) e %(N,N-0)

A funcio de coesio proposta mostra que se um sistema for constituido por
elementos que podem ocupar dois estados que se auto-excluem, no sentido de
que os elementos constituintes podem ser retirados definitivamente da estrutura,
a informacio gera uma estrutura com coesdo. Essa estrutura existe simultanea-
mente, com outra, sem coesdo. Esta é alternativa da estrutura com coesdo e
substitui-la-a logo que a percentagem de perdas de elementos constituintes seja
superior a trinta por cento.

A fungio de coesio mostra, também, o caricter irreversivel desta transci¢ao
num sistema de uma estrutura coesa para a estrutura sem coesao. De facto, logo
que a fungdo se torna negativa é impossivel recuperar a estrutura com coesao,
a menos que novos elementos sejam trazidos para o sistema do seu Universo
complementar.

O essencial, para manter coesa uma estrutura ligada por informacao, € que
o nimero total de elementos constituintes seja mantido pelo menos inalterivel.
Para aumentar o grau de coesio aquele nimero deve crescer.

Portanto, as equacgdes da entropia referidas nas equagdes 9 e 10 podem ser
entendidas como medidas da entropia da coesdo de estruturas.



APENDICE - I
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NUMEROS EXTREMAMENTE GRANDES E EXTREMAMENTE
PEQUENOS EASUA REPRESENTACAO EM POTENCIAS DE 10

Temos vindo a usar, nesta exposicdo, nimeros extremamente grandes e
nimeros extremamente pequenos. Parece que serd conveniente dedicar alguns
momentos de reflexdo 3 sua andlise, para obter uma nogdo, mais clara, das
ordens de grandeza que eles representam.

Aqueles niimeros sdo, geralmente, expressos em poténcias de 10.

Na anilise recorre-se a exemplos da vida comum, para melhor elucidacio.

Suponhamos quatro bolas iguais, animadas de movimento e distribuidas
uniformemente numa caixa. Poderio as bolas espontaneamente, concentrar-se
todas na mesma metade? Qual € a probabilidade de que tal aconteca?

Ora, a probabilidade de que uma bola esteja numa metade da caixa € de
1/2; logo, a probabilidade de que as quatro estejam na mesma metade é de 1/
2x1/2x1/2x1/2 =1/16 = (1/2)*. Suponhamos que em vez de bolas se tem
moléculas. A probabilidade de as N moléculas ficarem na mesma metade da
caixa seria 1/2x1/2x1/2x ... = (1/2)V isto €, um s0 caso provivel em 2~ casos
possiveis. Suponhamos que N = 10% (moléculas contidas num volume aproxi-
mado de 4 cm?). Entdo a probabilidade neste caso seria 1 contra;

IN = 21020 - 103x]019

Este niimero é tdo grande, que desafia a imagina¢dao humana. Este problema
foi posto por Eddington (1927).

Por isso, dentre 2% = 16 fotografias, tiradas com intervalos de tempos iguais
(filmagens com 16 imagens por segundo, por exemplo), em média, s6 hd uma
em que as quatro bolas estariam na mesma metade da caixa.



232

E se fossem 40 bolas? Agora o caso ja € diferente e é muito raro. Em média,
s6 uma dentre 2% = 10*? fotografias é que mostrariam todas as bolas na mesma
metade da caixa.

E se se tratar de um gis ordindrio? Neste caso, em média, s6 uma "fotografia"
dentre as 2'7¢ que mostraria todas as moléculas na mesma metade da caixa. De
facto, o nimero total de "bolas" seria, ndo de 4 x 10! (= 40), mas da ordem de
6,0 x 10% (nimero de Avogadro). Para "apanhar" a imagem em que as moléculas
estivessem todas na mesma metade, terfamos que correr um filme que, feito nas
condig¢bes actuais de filmagem, daria uma sessdo extremamente longa; duraria
varias vezes a idade da Terra.

Sabendo que o nimero de Avogadro é de 6,02 x 10?® moléculas por mole;
calculemos o nimero de moléculas de azoto contidas num litro de ar (1,15 g).
Este & dado por:

6,02 x 10% x 1,15/28 = 2,47 x 10% moléculas por litro.

Quando se tratou do nimero de microestados acessiveis, os nimeros eram
ainda muitissimo elevados.

Mas que ideia fazemos nds da grandeza de tais niimeros? As poténcias de 10,
tdo usuais e tdo Uteis na Fisica, podem ser muito enganadoras, se ndo forem
meditadas.

Vamos ver. Suponhamos que se tem 25 000 contos em moedas de 25$00. Qual
serd a altura da pilha de todas as moedas? Temos portanto 10° moedas; se a
espessura de cada uma fér de 2 mm a altura da pilha € de 2 000 m. E se em vez
de 10° moedas tivéssemos 10" moedas? A pilha teria uma espessura de 2 000 000
Km, isto &, cinquenta vezes o perimetro do Equador...

Vejamos outro exemplo, elucidativo, sobre a "traicdo" das poténcias de 10.
Consideremos uma caixa cibica de 2,5 cm x 2,5 cm x 2,5 cm. Pois bem,
suponhamos que, cheia de ervilhas, leva 100 ervilhas. Logo, 10° ervilhas
encheriam uma arca razodvel; 10° ervilhas, uma casa; 10'* uma cidade de 1 000
casas; 10" uma cidade com 1 000 000 de casas, com dimensées superiores 4 de
uma grande Lisboa. Um aguaceiro de 10" granulos de granizo com as dimensdes
de grios de ervilhas, que caissem sobre a Peninsula Ibérica e se distribuisse
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uniformemente, cobri-la-ia, toda, com a altura média de 4 m. E se fosse um
aguaceiro de 10* grinulos? Cobriria todos os Continentes da Terra, com uma
espessura da ordem de 3 m. E com um aguaceiro de 10* ? Cobriam-se 250
planetas como a Terra. Com umaguaceiro de 107 cobrir-se-iam 250 000 planetas
como a Terra.

Agora pode fazer-se uma ideia do nimero de Avogadro. Equivale a um
aguaceiro de ervilhas capaz de cobrir 6 x 25 = 150 planetas como a Terra. De
forma aniloga se podia concluir que o nimero de dtomos do corpo humano
(=107 4tomos) corresponderia 2 um aguaceiro capaz de cobrir 250 000 planetas.

Se as moléculas de ar contidas num copo vulgar (0,25x6x10% : 28,9 = 5x10%%)
se transformassem em grads de areia, seriam suficientes para cobrir a drea dos
Estados Unidos da América com uma espessura da ordem de 30 m.

Se para escrever as coordenadas duma molécula se gastasse 1 [is, seriam
necessirios 6 x 10" segundos ou = 7 x 10'? anos, para fazer o registo das
moléculas que existem num mole da substincia. Mas esta é a ordem de grandeza
da idade do Universo!

Devemos ter ainda uma palavra de cautela para niimeros grandes que are-
cem muito semelhantes, como por exemplo, os nimeros 10521 e 10601¥19 mas
que no fundo, sio muito diferentes. Basta tentar escrever os expoentes, por
extenso, e verificar que o primeiro nimero é 10'%% vezes maior do que o
segundo!

Uma inalacio humana é da ordem de 400 cm? e contém aproximadamente
1022 moléculas. A atmosfera tem cerca de 10* moléculas. Portanto, uma molécula
estd para um inspiracio, como uma inspira¢do estd para toda a atmosfera.

(102 : 1 = 10% : 10%). Ficou famosa a asser¢ao que se divulgou e tanto se
popularizou:

"Se o tltimo suspiro de Aristoteles se difundiu por toda a atmosfera, bd uma
certa probabilidade de que inalemos uma molécula de Aristoteles cada vez que
Sfazemos uma inspiragdo..."

Vejamos, por fim, alguns exemplos de niimeros pequenos.

O "didmetro efectico” dum electrio livre é da ordem de 10! 2102 cm. Com
uma amplificacdo de 10% ficaria, portanto, com as dimensdes de uma bola de
golf.
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O espectro das particulas, que constituem 0 aerosol da atmosfera, distribui-
se assim, se exprimirmos as suas dimensoes em (Ermos dum raio médio:

moléculas - 10 cm; ides médios - 107 cm; livre percurso médio das moléculas
- 10" cm; gotas das nuvens 10? a 10% cm.

Notaremos que o limite da visdo € expresso por uma resolucido da ordem de
103 cm que define o pixel humano.
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MEDIDA DA INFORMACAO

1 - INFORMACAO CONDICIONADA. ALGUNS EXEMPLOS

Quando lancamos ao ar uma moeda sabemos que pode sair "cara ou cunho".
Estamos em presenga de um problema que comporta duas possibilidades, em
principio igualmente provéveis e mutuamente exclusivos. Se, em vez duma
moeda, considerarmos um dado, o nimero de respostas possiveis € agora 6,
sempre igualmente provaveis. Se se tratar dum baralho de cartas, quando se tira
uma certa carta "a sorte", hia 52 possibilidades.

Em qualquer dos casos, o exame do resultado do lancamento da moeda, ou
do dado, ou da tiragem de uma carta, fornece uma certa informagao, porque se
adquire um certo conhecimento.

Vejamos alguns exemplos, muito simples, recorrendo ao jogo de dados.

Quando se langa um dado a incerteza a priori desde que ndo se possua
qualquer outra informagao, é dada por:

H, =-kLog 1/6 = k Log 6

Suponhamos agora que depois do lancamento do dado se recebia a
mensagem A de que o niimero que saiu "ndo é a sena". Logo, deduz-se que s6
podem tersaidoas faces 1, 2, 3, 4 e 5 (todas com igual probabilidade). A incerteza
com que se fica & agora:

H,=-kLog1/5=kLlog5

que é menor do que a incerteza do estado inicial. A quantidade de informagio
recebida com a mensagem A ¢ entio:

I(A) = H, - H, = k Log 6/5



238

Suponhamos, agora, que recebemos mais outra mensagem B que diz que a
face & par. Entdo, como j4 se sabia que nio tinha saido a sena, s6 ha duas
possibilidades, que sio as faces 2 e 4, as quais corresponde uma probabilidade
de 1/2. A incerteza passa a ser:

H, = k Log 2
em vez do valor anterior:
H,=kLog5

A informacio da mensagem B, conhecida A, € que representaremos por
I(B/A), é, entdo, representada por:

I(B/A) = H, - H, = k Log 5/2

A informacio, fornecida pela sucessdo das mensagens A e B, isto &, I(AB) é
diferente de I(B/A), e é dada por:

I(AB) = H, - H, = k Log 3
E facil verificar que:
I(AB) = I(A) + I(B/A)

Suponhamos agora que recebemos a mensagem B antes da mensagem A.
A incerteza seria, neste caso:

H', =-kLog 1/3 =k Log 3

visto que as faces que poderiam sair (faces pares) seriam 2, 4 e 6. A informagio
associada A recep¢do da mensagem B, € agora:

I'n=H -H,=kLog?2

que é diferente de I(B/A), se a mensagem A ja fosse conhecida. Das faces 2, 4
e 6, deve eliminar-se agora a face 6, devido 4 recep¢io da mensagem A. Depois
desta mensagem, a incerteza sera:

H', = -k Log 1/2 =k Log 2

E verificamos, como dissemos, que H', = H,
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A informacio contida na mensagem A, quando vem depois deB, istoé, I(A/B),
é tal que:

I(A/B) = H', - H', = k Log 3/2

que ndo é a mesma que I(B/A).
A informacio contida na sucessio das mensagens B e, depois A, &

I(BA)=H, -H,=klog3
Por isso, verificamos que a expressao
I(AB) = I(A) + I(B/A)

se hi-de interpretar assim:

I(AB) é a informacdo que se obtém quando se recebem as mensagens A ¢ B

e I(B/A) é a informacio condicional, que se obtém com a mensagem B, se se

tiver observado A (é a técnica da dedugio e da indugdo usada pelos detectives

. "se isto se deu, entdo ... aquilo ..."). Por exemplo I(B/A) = 0 significa que B

& impossivel se se tiver verificado A; se I(B/A) = 1 significa que ha a certeza que
B se realizari se se verifica A. E facil ver:

I(BA) = I(AB) = I(B) + I(A/B)
0 que nos permite concluir que a quantidade de informagdo contida com 2

recepgio das mensagens A e B é independente da ordem pela qual as mensagens
sdo recebidas.
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2 - UNIDADES DE INFORMACAO

Em regra, ndo se especificou o valor da constante arbitriria k que figura na
féormula que di a incerteza. Essa escolha pode ser guiada por condigdes de
comodidade e convém que seja uma grandeza sem dimensdes.

Vamos tomar para unidade de incerteza, u_, a incerteza associada a realiza¢do
de um acontecimento de entre n_acontecimentos possiveis e equiproviveis, isto
€, em que p = 1/n. Entdo, por defini¢io:

kLog n=1

o que corresponde a fazer:
k =1/Log, n
Por isso, a informacio I(x) é dada, em unidades [ u_] por:
Ix) = 1/Log, n . Log, x = Log, x [u_]

visto que, como se sabe da mudanca de base de logaritmos:
Log, x = Log, n . Log_ x

Habitualmente, toma-se para base n a base 2. Neste caso as unidades
[u,ldesignam-se por bits (unidades logaritmicas bindrias), designacdo intro-
duzida por Tuckey.

A introdugdo do sistema binirio foi ditada, principalmente, pelo problema de

transmissio de informacdes, que é realizada recorrendo a combinacio de dois
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sinais elementares, em que as regras de combina¢do sdo definidas por um
codigo. Os dois sinais estavam associados a dois estados possiveis dum circuito
eléctrico: passagem ou auséncia de corrente, isto &, ligar e desligar um circuito;
passagem duma intensidade a outra; inversio da tensdo da corrente; passagem
duma frequéncia a outra (em corrente alternada), etc. Por outro lado, a escolha
da base 2 convém ainda porque, em muitas circunstancias, temos que escolher
entre a realizacio de dois acontecimentos alternativos de igual probabilidade
(cara ou cruz; par ou impar; preto ou branco; sim ou nao; + ou -, etc.). Daqui
resulta que, se uma mensagem & composta por N simbolos, como cada um destes
pode ter dois estados diferentes, que muitas vezes se designam por 0 e 1, o
namero total das possibilidades é:

P=2v

e, por consequéncia, a quantidade de informacio contida na mensagem de N
simbolos é:

I=kLogP=NkLog?2

Para simplificar, faz-se:

(k =—1—)
Log 2

donde resulta:

I=NlLog,P
Vemos, assim, que se introduz, duma forma natural, a numeragao binaria na

medida da informacio, que, portanto, passa a Vir expressa em bits. Nos
exemplos anteriores temos, no caso do langamento ao ar duma moeda:

I=Log,2=1bit
no caso do langamento do dado:
I =Log, 6 = 2,6 bits;

no caso das cartas, quando retiramos uma carta dum baralho de 32 cartas, a
quantidade de informacdo sera:

I = Log, 32 = 5 bits

P RSP, S (PSP SN SR S S — = 4
PP Y e S R P NS S
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Como referimos, foram os problemas relativos a técnica de transmissdes que
levaram a adoptar, para a quantificacio da informagdo, uma unidade baseada
na numeracdo bindria. Mas, é evidente, que se podem utilizar outras unidades
[u, ] com toda a legitimidade.

Assim, se mantivermos na expressdo de I os logaritmos naturais e se fizermos
k =1, vé-se que:

I=LogP[u]
em que:
[u,]=Log, e = 1,44 bits
Se usassemos o sistema decimal seria
[u,]=332bits, porque
Log, P = Log,, P/Log,, 2 = 3,32 Log,, P

Portanto, quando k = 1 as unidades [ u_] sdo tais que para se exprimirem em
bits basta multiplicar por Log, n.

Ora, como k pode ser arbitrariamente escolhido, podemos atribuir-lhe (e
porque ndo?) o valor da constante k de Boltzmann. As grandezas S e H
exprimem-se pela mesma férmula e as varidveis P e W sdo analogas, visto que
P mede o ntmero de possibilidades (P = 1/p), correspondentes a um dado
estado macroscopico. A unidade de informagdo vem, assim, idéntica a unidade
da entropia e as grandezas S e H (ou D) exprimem-se por nimeros iguais. A
informacido vem medida em unidades de entropia temodindmica ("Boltzoes")
(energia/temperatura).

Se atendermos ds expressdes que dio a incerteza (entropia), expressas em
Boltzbes e em bits, verifica-se, atendendo a que k = 1,38 x 10"%rg/k, que sdo
dadas pelo mesmo niimero (puro), a menos dum factor 107, De facto,

1 boltz = k Log, 2 Log, (2) = k Log, 2 bit = 1,38 x 0,6931 x 107 bit =
= 9,565 x 107 10 bit

Logo:

1 bit = 1,045 x 10'¢ boltz
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REDUNDANCIA

Quando se estd a receber uma mensagem, a probabilidade da parte que ainda
nio foi recebida é em geral dependente do que ji se sabe da mensagem. Por
exemplo, em portugués, sabe-se que a seguir 4 letra g vem sempre um # e,
portanto, ndo hé probabilidade de vir qualquer outra.letra. Logo, a informagio
recebida com a recepgdo de um v a seguir ao g é, evidentemente, nula. Mas pode
acontecer que haja casos menos extremos, ainda que se esteja a receber menos
informacio do que os que o precedem, se fossem independentes.

Suponhamos que os sinais ("noticias") emitidos por uma fonte de informagao
sio independentes, e que se calculou a sua entropia (ou informagio, ou
liberdade de escolha). Podemos comparar este valor com a entropia maxima
sujeita apenas 4 condi¢do da fonte emitir 0s mesmos sinais. Se ndo forem
independentes o valor médio informativo serd §', em geral, inferior a S. O valor
da redundincia ¢ dado por:

R=(-89/8=1-8/8§

A redundincia é, portanto, igual 4 unidade menos a entropia relativa, que &
a razdo entre a entropia actual da fonte e a entropia maxima. A redundincia &
a fraccio da estrutura duma mensagem que nao pode ser determinada pela livre
escolha dos simbolos e que é condicionada pelas "regras" que regem o emprego
dos simbolos em questdo. Em geral, a frac¢do redundante duma mensagem é
desnecesséria do ponto de vista da teoria da comunicagio. E o que se faz quando
se redige um telegrama em que se procura evitar a redundincia e usar o maximo
de dados, pagando o preco minimo possivel.
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A EVOLUCAO DA LINGUA PORTUGUESA
(TRABALHO PARA A CADEIRA DE TERMODINAMICA
GENERALIZADA EM 1987 POR NUNO BARRADAS)

PROPOSICAO

" ... Dispus portanto de uma oportunidade de executar a tarefa monétona e
longa que é escrever longos textos num computador, ao qual deixei a tarefa
ainda mais monétona, mas mais ripida, que € de calcular as frequéncias das
letras que aparecem nesses textos, de modo a calcular a sua entropia, numa
primeira ordem de aproximacio, através da conhecida férmula § = Zflogf, (que
nio irei demonstrar nem tdo pouco explicar; € demasiado bem conhecida, e
poupo assim uma outra tarefa aborrecida, a mim que me dispenso de o fazer,
e a0 caro e presumivel leitor que se dispensa de a rever). Nao me preocupei em
considerar as correla¢fes existentes na lingua portuguesa (a seguir a um q vem
quase sempre um u, antes de um b ou p quase nunca vem um n, etc.).

Assim, medi a entropia de textos portugueses (ou quase), escritos por autores
portugueses (ou quase), ao longo dos séculos, tracei uma curva entropia vs
tempo desde o séc. IX até aos nossos dias, obtendo uma curva continua (ou
quase). Suponho que estes "(ou quase)" sejam tdo intrigantes como a existéncia
de textos portugueses do séc. IX, mas tudo serd explicado a seu tempo.
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NARRACAO

Contar 4 mao as frequéncias das virias letras seria demasiado longo,
aborrecido e fatigante. Portanto, usei um computador para o qual escrevi um
pe€queno programa, e no qual introduzi os textos.

Quanto as proprias letras, usei um alfabeto alargado; 27 mindsculas e 26
maiasculas, diversos sinais e pontuacio (: ; ., " A ~1? " etc.).

Como ¢€ dbvio, usei os textos originais. Os resultados estio dados em anexo.
Naturalmente que a entropia de uma cantiga ( de um amigo) é diferente
conforme se usar portugués arcaico ou moderno; no entanto, nio tive acesso 20s
lextos respeitantes a um largo periodo de tempo (entre 1550 e 1900). A curva
que traduz os resultados obtidos foi no entanto apenas ligeiramente afectada;
0O seu aspecto € razoavelmente claro. Por outro lado considerei também textos
em latim barbaro, em uso antes de haver um Reino de Portugal propriamente
dito, textos esses que ajudam um pouco 4 visualiza¢do do grifico como um todo
(e isto explica ou "ou quase").

Também € 6bvio que numa mesma época nem todos os textos tém a mesma
entropia; had variagdes devidas i individualidade de cada autor, tamanho dos
textos, ou mesmo mero acaso; obtém-se ndo uma linha, mas uma estrada, uma
banda de entropia.

Para tamanho dos textos escolhi mil palavras por texto, onde existissem
textos tao grandes, nimero que por experiéncia verifiquei ser suficiente para nio
aparecerem grandes variacodes nos valores da entropia (2a. decimal constante),
Eis um exemplo tipico:

José Cardoso Pires: O héspede de Job
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No entanto, em muitos casos 0S text
usei 0s textos completos; por exemp

Palavras Letras Entropia

83 502 2,891
198 1196 2,900
290 1811 2,945
450 Zi51 2,961
523 3215 2,985
616 3779 2,981
728 4436 2,981
844 5102 2,990
934 5573 2,993
LlOOO 5951 2,992

Alfonsino (1245-1280), usei trés textos:

os disponivei
lo, na poesia trovadoresca, peri

[ |
Palavras Letras Entropia
145 713 2,824
95 500 2,328
220 1036 2,810

s eram pequenos, € entao

odo

E, na representacao grifica apareceria um rectingulo com lados entre 1245
e 1280 e entre 2,81 e 2,83. Isto porque ndo teria significado referir autores
individuais com base em tao poucos dados.

Os textos que ndo tem referido o autor sao textos diversos, que se podem
encontrar no livro de consulta 6 (cfr. apéndice das obras usadas), por exemplo,
Jeis da época ou cantigas d'amigo de autores de uma mesma época. Note-se
ainda que procurei sempre usar, na medida do possivel, textos semelhantes
(romances, poemas).

Por esta altura ji os leitores terdo imaginado o grafico, € reparado que no
periodo 1550-1850 a banda tracada estd abaixo dos valores obtidos; isto €,
devido a ser esse o perfodo em que usei as versdes modernas dos textos da
época, e 0 portugués moderno obviamente modificou a sua entropia. Nao o
suficiente para no nos apercebermos da continuidade da curva que aparece s¢
reduzirmos Camées aos valores da época, o que & duplamente justificado por
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a elevada entropia do portugués de hoje levar a um aumento da entropia desses
textos de antanho.

Vamos entao ao exame, e um pouco, apenas um pouco, de interpretacio dos
resultados obtidos:

850 - 1100

1100 - 1375
1375 - 1500
1500 - 1800
1800 - 1900
1900 - 1988

Tive acesso a muito poucos textos de latim barbaro da zona do
futuro Portugal; nio tendo razdes em contririo, pareceu-me que
um valor constante da banda de entropia (2,79/2,85) é compativel
com os resultados obtidos, integrando-se bem como os pontos
seguintes; corresponde a nao haver praticamente alteragio na
lingua escrita desta época.

A formagio de Portugal e consequente desenvolvimento da lingua
deu origem a uma maior diversificacio das formas escritas e
consequente aumento da entropia, a uma taxa razoavelmente
constante.

Atingido o maximo entre 1350 - 1400, a banda de entropia tem
entao um ligeiro decréscimo até 1500/25, que eu nio sei explicar
(talvez reflectindo o esgotamento das possibilidades da poesia e
cultura trovadoresca).

Com o Renascimento e Cultura Classica a lingua portuguesa escrita
diversifica-se (por exemplo, a pontuacio desenvolve-se), e a
banda de entropia sobe com uma taxa de crescimento um pouco
superior 4 do periodo 1100 - 1375.

O crescimento continua mas com uma taxa mais elevada, re-
flectindo a literartura Romdntica extremamente desordenada,
cheia de "ais" e de "uis", pontos de exclamacio e reticéncias. O
méximo absoluto € atingido com "Os Maias" do Eca, pés-Romintico,
mas extremamente vivo e imprevisivel.

A banda de entropia desce tio rapidamente quio rapidamente
subiu no periodo anterior; ndo me perguntem porqué: nio tenho
resposta.
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Tenho ainda alguns reparos a fazer:

1. Gil Vicente apresenta um valor de entropia claramente superior aos valores

correntes da época; eis duas explicacdes alternativas, a escolha:

a) Gil Vicente evidenciou-se entre 0s seus contemporineos, tanto na escrita
como na entropia, €, b) o teatro esti mais proximo da lingua falada que da
lingua escrita; ora ninguém escreve como fala, e vice-versa.

. Fernando Pessoa apresenta valores de entropia para diversos textos que

alcancam uma gama muito grande; isto dever-se-a a conhecida versatilidade
do poeta.

Note-se que as duas excepgdes encontradas a banda de entropia sdo dois dos
nossos maiores escritores. Se tem que haver excepgdes, € bom que assim seja.
Seria interessante calcular as entropias de muitos outros autores, € verificar
se obedecem a esta regra.

1800 & um "caso bicudo"; a sua banda de entropia tem o dobro da amplitude
usual; por outro lado, se reduzir a entropia de Camoes aos valores da época
é ponto pacifico, © mesmo ndo se passa com O facto de, em consequéncia
disso, o declive entre 1500 e 1900 ser maior que o que obteriamos usando
estritamente 0s pontos a negro; note-se que esse maior declive vem do meu
desejo de tornar a curva continua. Ponho 4 consideracio dos meus
ilustrissimos leitores a seguinte alternativa: existiria uma descontinuidade na
banda de entropia por volta de 1800, decorrendo do corte que a literatura
Romantica fez com a Classica. Reduzindo Camoes ao valor da época, mas
mantendo o declive da banda de entropia até 1800, obtém-se a representagao
da figura 32.

A indefinicio da transicio é aumentada pelo simples facto de que houve um
certo periodo razoavelmente longo em que coexistiram as duas correntes
literdrias; o pré-Romaintico Bocage estava rodeado de Cléssicos, e mesmo
durante o ultra-Romantismo havia ainda quem se agarrasse a escola velha.
Para esclarecer a situacdo seria necessario, em estudo posterior, calcular a
entropia de muitos autores, desde 1700 até 1900, usando o portugués de
entdo, marcando em separado, por um lado, os escritores cldssicos e por
outro os romanticos.

No periodo moderno, € de notar que had valores no limite superior da banda
de entropia, valores no limite inferior, € nenhum no inferior; faz pensar se ndo
havera duas correntes principais na literatura portuguesa, uma de alta
entropia (proveniente dos expansivos Roménticos?) e outra de baixa entropia
(ligada aos mais sobrios Cldssicos?).
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Fig. 32 - Mais uma vez apenas um estudo mais completo, calculando a entropia das obras de
muitos autores deste século considerados representativos poderd eventualmente solucionar o
problema.
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CONCLUSAO (OU A MORAL DA HISTORIA)

Cheguei ao fim [...]

O essencial deste trabalho é poder-se construir uma representacio grafica. O
modo como ¢ feita a sua interpretaciio, as correcgdes a introduzir sio aspectos
secunddrios. O simples facto de se poder conceber este grafico ja é importante,
€ seria interessante fazer 0 mesmo com outras linguas, sujeitas a uma evolugio
cultural semelhante, e estabelecer uma comparacio.

Quer dizer, importante propriamente dito ndo é, mas no minimo & agradivel
a0 espirito pensar que, até mesmo na evolugio de uma lingua a Termodinimica
tem uma palavra a dizer (ainda que seja uma palavra curta); é algo que esti nos
limites do seu dominio de aplicacio.

Finalmente, fiquei com a curiosidade (parcialmente) satisfeita e as férias
arruinadas.
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RESULTADOS
TEXTO Palavras Letras Entropia

870 412 2757 2,846
959 109 775 2,816
1026 211 1264 2,790
1090 82 1529 2,849
1192 12 Texto 197 1133 2,886
Periodo pré-Alfonsino (1190-1245) 117 600 2,812
68 329 2,843
105 554 2,855
1200 Noticia de torto 497 2632 2,890
1211 Lei 118 713 2,822
Periodo Alfonsino (1245-1280) 145 713 2,824
95 500 2,828
220 1036 2,810

Periodo dionisiaco (1280-1300)
(D. Dinis) 224 1014 2,882
149 695 2,898
134 668 2,819
Periodo pés-dionisiaco (1300-1360) 194 944 2,866
91 424 2,860
191 956 2,900
1360-1390 (periodo galego-castelhano) 152 836 2,899
1365-1400 L " f 136 724 2,934
155 858 2,890

E375 n n n
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TEXTO Palavras Letras Entropia

1309 135 735 2,914

1357 243 1310 2,852

1407 505 2788 2,834

Fernio Lopes - Mestre d'Aviz

(1434-1454) 658 3768 2,915

Pero Vaz de Caminha (1500) 1018 5403 2,831

Francisco de Sousa (1500-1530) 67 400 2,879

Garcia de Resende (1502-1516) 357 2019 2,884

574 3435 2,860

Gil Vicente - Auto da Fé (1520-1530) 641 3721 2,986

Camdes - Sonetos (1540-1557) 84 507 2,903
90 510 2,930

100 509 2,886

87 502 2,853

Damido de Gois - Cronica de

D. Manuel (1560) 879 4944 2,913

Rodrigues Lobo - Pastor Peregrino ;

(1610) 500 2686 2,859

- O Jumento com pele de Ledo 95 519 2,886

Frei Luis de Sousa (1620) 426 2468 2,926

D. Francisco Manuel de Melo -

Sonetos (1630-1660) 94 526 2.947
87 515 2,965
68 404 2,962

P. Anténio Vieira - Sermoes

(1640-1680) 138 763 2,914

P. Manuel Bernardes - Nova Floresta

(1680/71) 224 1301 2,970

P. Anténio Gargdo - Cantata de Dido

(1750/70) 294 1890 2,940
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TEXTO Palavras Letras Entropia
Tomads Gonzaga — Marilia de Dirceu
1770 296 1668 2,936
Nicolau Tolentino — Autobiografia
(1770/1800) 224 1288 2,998
— Contra os toucados 97 533 3,001
Francisco Manuel do Nascimento — A
Lingua Portuguesa e a Latina
(1770/1810) 394 2439 2,963
Bocage — Crinaura (1780/1799) 531 3273 3,024
— Sonetos (A Camdes) 920 527 2,947
(A Adamastor) 81 506 2,822
(Ditado da Agonia) 920 513 2,990
Marquesa de Alorna — Sonetos
(1780/1820) 82 513 2,904
87 522 2,930
Soares de Passos — Firmamento (1856) 779 4315 2,979
Camilo Castelo Branco — A Queda de
um Anjo 1000 5928 3,021
Antero de Quental — Carta ao Duque
d'Avila (1871) 1002 6108 3,013
Eca de Queiroz — Os Maias
(1880-1888) 1000 6109 3,048
Mario de S4 Carneiro — Ultimos Textos
(1913/16) 347 1941 3,034
Ricardo Reis (1916) 566 3107 2,892
Fernando Pessoa (1931) 195 1025 2,891
109 545 2,854
79 446 2,949
Manuel da Fonseca — Aldeia Nova
(1942) 1000 5463 2,949
Miguel Torga — Novos Contos da
Montanha (1945) 1000 6068 3,016
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TEXTO Palavras Letras Entropia
Armindo Rodrigues — Odes ao Tejo
(1951 1¢ 415 2275 2,930
108 201 1466 2,941
José Cardoso Pires — O hospede de
Job (1963) 1000 5951 2,993
— Alexandra Alpha (1987) 1000 4934 3,009
José Saramago — O ano da morte de
Ricardo Reis (1984) 1000 5922 3,004
Mirio de Carvalho — A Paixdo do
Conde de Frois (1987) 1000 6316 2,923
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OBRAS DE CONSULTA

1. Miguel Torga - Novos contos da montanba - 4*. ed. 1959 Coimbra

L

Mirio de Carvalho - A4 paixdo do Conde de Frois - 1987, Ed. Rolim
Péro Vaz de Caminha - Carta a El-Rei D. Manuel - 1974 INCM
Manuel da Fonseca - Aldeia Nova - 62. ed. 1978 Forja

Ferndo Lopes - Quadros da cronica de D. Jodo I- 6. ed. 1945

S THE dh e

C. de Oliveira e S. Machado - Textos portugueses medievais - 2. ed. 1957
Atlantica

7. Gil Vicente - Obras Completas Vol. I- 1958 Livraria Si da Costa

8. Camilo Castelo Branco - A queda dum Anjo - 1980 Europa América
9. José Cardoso Pires - Alexandra Alpha - 1987 Dom Quixote

10. Fernando Namora - Retalbos da Vida de um Médico - 82. ed. - 1960
11. Bocage - Poesias selectas - 1944 Domingos Barreiro

12. Ricardo Reis - Odes - 1959 Arcidia

13. Fernando Pessoa - Poesias - 1961 Arcadia

14. Anthero de Quental - Carta ao Exmo. Sr. Anténio José d'Avila

15. Mério de Sa Carneiro - Poesias - Atica

16. Armindo Rodrigues - 10 Odes ao Tejo - 1951 Cancioneiro Geral
17.Rodrigues Lapa - Liges de Literatura Portuguesa - 9*. ed. - 1977

18.D. Quintela, M. Silva, M. Barroso - Temas de Lingua e Cultura Portuguesa -
1983 Editorial Presenca
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